Будівельна механіка (спецкурс) by Бєлятинський, Андрій Олександрович
  
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ  
Національний авіаційний університет 























МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 































УДК 539.3 (075.8) 
ББК Н112 я7 
Ц755 
Тиражувати без офіційного дозволу НАУ забороняється 
Рецензенти: 
О.О. Рассказов – д-р техн. наук, професор (Національний транспорт-
ний університет»); 
О.С.Городецький – д-р. техн. наук, професор  (Науково-дослідний ін-
ститут будівельного виробництва);  
О. І. Оглобля – д-р тех. наук, професор (УкрНДІводоканалпроект) 
Рекомендовано Міністерством освіти і науки  




      Будівельна механіка (спецкурс): навч. посіб. / В.К. Ци-
хановський, А.О. Бєлятинський, С.М. Талах –  К. : НАУ, 
2014. – 245 с. 
ISBN 978-966-598 
 
Містить розрахунки тонкостінних просторових конструкцій та статич-
но-невизначуваних стрижневих систем. Є другим основним розділом кур-
су будівельної механіки 
Для студентів, які навчаються за напрямом підготовки «Автомобільні 
дороги та аеродроми», також студентів та аспірантів вищої школи, які спе-











УДК 539.3 (075.8) 




© Циханосський В. К., Бєлятинсь-
кий А.О., 
Талах С.М., 2014 






ЦИХАНОВСЬКИЙ Валентин Костянтинович 
БЄЛЯТИНСЬКИЙ Андрій Олександрович 



















Підп. до друку 28.07.11. Формат 60х84/16. Папір офс. 
Офс. друк. Ум. друк. арк. 8,60. Обл.-вид. арк. 9,25. 
Тираж 300 пр. Замовлення № 165-1. 
Видавець і виготовлювач 
Національний авіаційний університет  
03680. Київ – 58, проспект Космонавта Комарова, 1 
Свідоцтво про внесення до Державного реєстру ДК № 977 від 05.07.2002 
  
ВСТУП 
Удосконалення методів розрахунку та проектування конс-
трукцій, розвиток автоматизації проектування безпосередньо 
пов’язані з використанням комп’ютерної техніки. Тому методи ро-
зрахунку сучасних тонкостінних просторових систем із застосу-
ванням комп’ютерних технологій складають один з основних роз-
ділів будівельної механіки.  
Навчальний посібник є другим основним розділом курсу 
«Будівельна механіка» і присвячений викладенню методів розраху-
нку тонкостінних просторових систем та методів розрахунку ста-
тично невизначуваних стрижневих систем відповідно до навчаль-
ної програми дисципліни «Будівельна механіка (спецкурс)» за спе-
ціальністю «Автомобільні дороги та аеродроми», яку складено згід-
но з освітньою професійною програмою напряму «Будівництво», 
затвердженою Міністерством освіти і науки України. 
Відповідно до основної мети дисципліни наведено математи-
чні моделі та їх практичне розв’язання у межах методів розрахунку 
окремих континуальних механічних систем і статично невизначу-
ваних стрижневих систем. 
У посібнику наведено розв’язання основних задач навчальної 
дисципліни: 
- плоскої задачі теорії пружності (ТП) для підпірних стінок з 
використанням теорії Кулона і лінійно-деформівного тіла; 
- плоскої задачі теорії пружності для балки-стінки у триго-
нометричних рядах та з використанням методу скінченних різниць; 
- розрахунок тонких пластинок на основі диференціального 
рівняння Софі Жермен у замкненій формі та тригонометричних ря-
дах; 
- розрахунок плоских статично невизначуваних рам метода-
ми сил, переміщень і скінченних елементів (СЕ); 
- розрахунок плосконапружених континуальних систем ме-
тодом скінченних елементів (МСЕ) з використанням трикутних СЕ. 
Навчальний посібник складається з десяти розділів. 
У першому розділі стисло викладено методи визначення тис-
ку ґрунтів на підпірні стінки з допущенням плоских поверхонь ков-
зання та стійкості масивів ґрунту за застосуванням методів аналі-
  
тичного, графоаналітичного та методу круглоциліндричних повер-
хонь.  
Другий розділ присвячений математичній моделі задачі пло-
скої ТП; розглянуто методи розрахунків плоско-напружених конс-
трукцій. 
У третьому розділі викладено сутність методу скінченних рі-
зниць для плоских задач теорії пружності з використанням дифере-
нціального рівняння сумісності деформацій (рівняння нерозривно-
сті деформацій), подано приклади розрахунків балки-стінки з вико-
ристанням балкових функцій як граничних умов на крайових сто-
ронах балки-стінки. 
Теорію розрахунку тонких пластинок з виведенням диферен-
ціального рівняння рівноваги Софі Жермен наведено у четвертому 
розділі. Подано приклади аналітичного розрахунку пластинок. 
У п’ятому розділі викладено теоретичні основи розрахунку 
статично невизначених рам методом сил, наведено характерні при-
клади розрахунку плоских рам. 
У шостому розділі розглянуто класичний метод переміщень 
та приклади розрахунку, а в сьомому - альтернативний метод пере-
міщень для розрахунку жорстких рам із низькомодульних матеріа-
лів з урахуванням зсувних деформацій. Подано характерний прик-
лад розрахунку. 
У восьмому розділі викладено методику розрахунку плоских 
стрижневих систем МСЕ у формі методу переміщень, побудовано 
матриці жорсткості і матриці реакцій для окремого стрижневого 
елемента та дискретної моделі плоскої рами. 
Алгоритм розрахунку плоскої стрижневої системи на прик-
ладі плоскої багатоконтурної рами з побудовою вектора наванта-
жень, обчислення коефіцієнтів матриці жорсткості, реакцій, визна-
чення внутрішніх зусиль у стрижнях і побудови епюр згинальних 
моментів, перерізувальних та поздовжніх зусиль наведено в 
дев’ятому розділі. 
Основним співвідношенням схеми МСЕ з використанням 
трикутного СЕ для плосконапружених пластинок присвячено деся-
тий розділ. 
Автори будуть вдячні всім, хто вважатиме за можливе наді-
слати свої зауваження та побажання щодо викладення матеріалу в 




1. ОСНОВИ РОЗРАХУНКУ ПІДПІРНИХ СТІНОК 
1.1. Теорія Кулона  
Підпірні стінки, що утримують масу ґрунту від руйнування у 
виїмках, схилах, уступах тощо, застосовують у різних галузях ци-
вільного, промислового та дорожнього будівництва. Розподіл на-
пружень всередині сипучого тіла та на його поверхні, яка контактує 
з іншими тілами, належить до класу найбільш складних завдань 
будівельної механіки.  
Для розрахунків підпірних стінок існують теорії, згідно з 
якими оперують ідеально сипучими тілами, що мають однорідні 
гіпотетичні фізичні властивості. Ці теорії ґрунтуються на законі 
Ш.Кулона [4], коли одночасно з елементарними методами викорис-
товуються також методи теорії пружності та пластичності. Подібні 
дослідження професора В.В.Соколовського [1] побудовані на зага-
льній теорії граничного стану сипучого середовища, у яких врахо-
вується і внутрішнє тертя частинок ґрунту, і питоме зчеплення між 
ними.  
У курсі «Будівельна механіка (спецкурс)» викладено графоа-
налітичний метод розрахунку підпірних стінок. Запропоновано гі-
потези, які ґрунтуються на теорії Кулона, що спрощують визначен-
ня загального тиску на підпірну стінку. Наведемо їх. 
1. Ґрунтову масу розглядають як однорідне суцільне середо-
вище, яке сприймає лише стискальні та зсувні внутрішні зусилля. 
2. Допускають, що при зрівноважуванні напружень від внут-
рішніх зусиль на будь-якій площині у просторі цього середовища 
відхилення від нормалі площини вектора напружень становитиме 
кут, значення якого не перевищує значення кута внутрішнього тер-
тя  для відповідного типу ґрунту згідно з його фізичними власти-
востями. Цей кут пов'язаний з коефіцієнтом тертя залежністю 
                                  tgf .                                          
На поверхні стику підпірної стінки з ґрунтом найбільш мож-
ливе відхилення рівнодійної тиску ґрунту від нормалі до цієї пове-
рхні, на кут , при цьому коефіцієнт тертя ґрунтової маси по пове-
рхні підпірної стінки  
                                             tgд0f .                                            
  
3. Уважають, що стінка, підпадаючи під вплив ґрунтової маси, 
починає зсуватись і потрібно знайти не ту рівнодійну, яку стінка 
сприймає у звичайних умовах, а ту граничну, що відповідає миттє-
вому процесу початку її зсуву. Це допущення відповідає відомій 
теорії граничного стану (граничної рівноваги) Ш. Кулона, яка є не 
зовсім точною, тому для розв’язання подібних задач розроблено 
інші, більш точні теорії, які ґрунтуються на співвідношеннях меха-
ніки суцільного середовища. 
4. Припускають, що руйнування ґрунтової маси настає після 
початкового миттєвого зрушення підпірної стінки, яке відбувається 
таким чином: від суцільної ґрунтової маси відокремлюється приз-
ма, яка обмежена поверхнею підпірної стінки з одного боку та 
площиною руйнування, що проходить через основу фундаменту 
стінки. Ця площинна поверхня називається плоскою поверхнею ко-
взання, а клин-призма – призмою сповзання. У дійсності поверхня 
ковзання не плоска, а криволінійна, однак це спрощення істотно не 
позначається на остаточних розрахунках на міцність. Сама призма 
сповзання розглядається як абсолютно тверде тіло. 
5. Розраховують плоску задачу ТП, тобто передбачається, що 
підпірна стінка нескінченно довга і прямолінійна у плані, а профіль 
ґрунтової маси та інші умови загального тиску залишаються 
вздовж стінки сталими, тобто розрахункова модель за довжиною 
має одиничну величину (м, см).  
1.2.  Теорія Ребхана і графічна побудова Понселе 
Призма руйнування має також одиничну висоту вздовж під-
пірної стінки. Зображений на розрахунковій схемі (рис. 1.1) трику-
тний клин АВС є основою трикутної призми нескінченної висоти 
(глибини), з якої вирізається призма (пластинка) CBC  одиничної 
товщини. 
Маємо основу призми сповзання АВС, лінія ВС – слід пло-
щини руйнування, яка нахилена під кутом  до горизонту. Вага 
призми сповзання визначається за формулою 
                     ABCплG Д.ґр .                                         (1.1) 
Від ваги призми сповзання виникають узагальнені сили реак-
ції підпірної стінки 0R

 і реакції незруйнованого ґрунтового масиву  
  
 
EF = CE             ds=dθBC 
Рис. 1.1. Розрахункова схема підпірної стінки 






 відхиляються від нормалей 
до слідів підпірної стінки і непорушеного ґрунтового масиву відпо-
відно на кут, який не перевищує значень  і  (рис. 1.1). Для під-
вищення точності розрахунку припускаємо: 75,05,0  . 
Отже, на призму сповзання АВС як на абсолютно тверде тіло 
діють три сили RRG

,, 0 . Оскільки призма перебуває у стані рівно-
ваги, ці сили зосереджені в точці L. У результаті можна побудувати 
трикутник сил abc. За теоремою синусів у трикутнику abc маємо: 






.                                       (1.2) 
Із рівняння (1.2) отримаємо:  





.                                       (1.3) 
  
У рівнянні (1.3) незалежною є величина , яка змінюється в 
інтервалі o90 . За крайніх значень змінної  функція 
0R

 буде нульовою:  
– якщо o90 , то величина (1.1) дорівнює нулю (площа 
0ABC );  
– якщо , то призма перебуває на природному ухилі і не 
сповзає та не тисне на підпірну стінку.  
Таким чином, дійсне положення точки С міститься між точка-
ми А і D. Для того, щоб визначити екстремальне значення функції 
однієї змінної 0R , треба знайти похідну від функції (1.3) і дорів-
няти її до нуля (згідно з теорією індійського математика Ребхана): 













.         (1.4) 
Із рівняння (1.4) ураховуючи тригонометричні перетворення 











G    (1.5) 
Позначимо: ,  usin ,  vsincoscossin . 





 та після деяких перет-

















G .                       (1.6) 
Із рівняння (1.6) маємо 




G .                                   (1.7) 
Проаналізуємо праву частину рівняння (1.7): 





ґр , звідки  ,
2
1 2
ґр dBCdG   або 








.                          (1.8) 







ґрВСG                              (1.9) 









. Це свідчить про те, що збільшення аргуме-
нта  призводить до зменшення функції G . Розглянемо у рів-
нянні (1.9) співмножник 
sin
sin




співвідношенням за теоремою синусів (рис 1.1):  












       (1.10) 
Із рівняння (1.10) випливає: 





.                                        (1.11) 













Остаточно з урахуванням співвідношення (1.1) маємо: 
                  .Д.Д. ґрґр АBCплВСEплG                                   (1.12) 
Із рівняння (1.12), яке отримане з виразу (1.4), випливає, що 
площі BCE  і ABC  є рівновеликими. Довівши це, вчений Реб-
хан сформулював теорему (першу теорему Ребхана) [4]: «Найбільш 
небезпечна площина руйнування зі слідом ВС займає таке поло-
ження, що площа основи призми руйнування за трикутником ABC  
є рівновеликою площі трикутника BCE ». 
Побудуємо трикутник ECF . Для цього сторону ЕС поверне-
мо навколо точки Е проти годинникової стрілки до суміщення зі 
стороною ВD, отримаємо точку F. Проаналізувавши трикутники 
  
ЕСF і ECB, запишемо їх площі, ураховуючи сторони зі спільним ку-
том ш : 















 за теоремою синусів має вигляд 











                            (1.13) 











                      
(1.14) 
З тотожності (1.14) маємо: 
                                 ECFплR Д.ґр0 .                                          (1.15) 
На підставі рівняння (1.15) вчений Ребхан сформулював дру-
гу теорему [4]: «Найбільший тиск 
max
0R  дорівнює площі ECF  
(трикутник Ребхана), помноженій на питому вагу ґрунту». 
Крім графоаналітичного методу визначення максимального 
тиску на підпірну стінку 
max
0R  існує також графічний спосіб, в ос-
нову якого покладено властивості силового трикутника авс: якщо 
сумістити його вершину а з точкою В і напрямити сторону ав за лі-
нією природного ухилу ВD, то сторона ас отримає напрям лінії 
руйнування ВС, а сторона вс займе положення, паралельне основній 
лінії МN. Це випливає безпосередньо з рівності відповідних кутів, 
що було виявлено французьким математиком Понселе [4]. 
Інший математик-геометр Кульман [4], виходячи із вказаної 
властивості силового трикутника авс, винайшов криву Кульмана, 
яка використовується для більш точних розрахунків у випадку, ко-
ли поверхня землі викривлена (крива AСD). Наведемо алгоритм 
побудови кривої Кульмана: з точки В, як з центра проводимо жму-
ток слідів площин руйнування ВС1, ВС2,…ВСк. Кожен промінь 
утвореного жмутка буде відтинати від масиву призми руйнування 
частину і приєднувати її до попередньої призми (рис. 1.2).  
  
Для кожної відокремленої призми знаходимо вагу G1, G2, … 
Gk за формулою  
kАBCплG Д.ґр  
та відкладаємо її у масштабі на лінії BD, отримуючи точки 
kbbb ,, 21 . З отриманих точок проводимо прямі, паралельні лінії 
MN, які у перетині з променями жмутка фіксують положення точок 





0 ,  . Геометричне місце точок с1, с2,…сk окреслює кри-
ву, що має назву кривої Кульмана. Дотична до цієї кривої є парале-
льною BD, а в точці дотику с вона задає найбільший за величиною 
відрізок bс, який визначає найбільше значення 
max
0R . 
У разі, якщо поверхня землі є плоскою (AСD – пряма лінія), макси-
мальний тиск 
max
0R  визначається у графічний спосіб Понселе та-
ким чином: з точки А проводиться пряма, паралельна основній лінії 
MN, яка ділить відрізок ВD навпіл у точці H. З отриманої точки Н 
як з центра окреслюється півколо радіусом BD/2 (рис. 1.3) і встано-
влюється перпендикуляр НІ до BD, який перетинає півколо в точці 
І, яка з’єднується з точкою В. Хорда ВІ повертається навколо точки 
 
 
Рис. 1.2. Побудова кривої Кульмана 
  
В до суміщення з BD. З отриманої точки Е проводиться ЕС парале-
льно MN до перетину з AD у точці С. Пряма ВС і є відтворенням 
шуканої площі руйнування. Будуємо трикутник Ребхана.  
Доведення правильності побудови Понселе: 
Відповідно до побудови  BHBDBEBI
22
; 





.                                          (1.16) 





.                   (1.17) 






|| .  
Тоді чотирикутник АСЕК є паралелограмом АК = СЕ, висоти 
також дорівнюють cEkA . Отже, пряма ВС задовольняє першу 
теорему Ребхана, що доводить правильність побудови Понселе. 
 
 




1.3. Аналітичний метод визначення тиску ґрунту  
на поверхню підпірної стінки 
Аналітично можна визначити тиск 0R  на підпірну стінку за 
умови, що поверхня землі (півпростору) є площиною (рис. 1.3), 
тобто графічні побудови Понселе можна перекласти мовою аналізу 
(аналітичною мовою). 
У трикутнику Ребхана EFCE , кут CEF , тому з фор-




Д. 2ґр0 CEECFплR ,                                   (1.18) 












CE .                       (1.19) 
Із побудови Понселе випливає, що DBHBEB2 .       
Отже, рівняння (1.19) набуває вигляду 
HBDB
DBHBDB
AHCE .                        































CE                                              (1.20) 
Довжина стінки АВ через її висоту h виражається співвідно-
шенням (рис. 1.3): 
  
                               АВ=
cos
h
s .                                                (1.21) 
Із трикутників AHB  і ADB  за теоремою синусів знаходимо: 







                                      (1.22) 
                 
sin
sin





ssBD .                               (1.24) 
Підставивши рівняння (1.22), (1.23) і (1.24) у (1.20), дістаємо 
вираз для СЕ, який підставимо в рівняння (1.18) з урахуванням 
(1.21) і остаточно отримаємо: 
                             ,
2
1 2










                         (1.26) 
де  – залежить тільки від кутів ,,  і .  
За формулою (1.26) можна обчислити тиск ґрунту на похилу 
стінку та похилу площу ґрунту за стінкою за будь-яких значень ку-
тів ,,  і . Формула (1.25) свідчить, що повний тиск ґрунту на 
стінку пропорційний питомій вазі ґрунту та квадрату її висоти.  
За умови, що планувальна поверхня ґрунту є горизонтальною 








.                                   (1.27) 
Якщо до формули (1.27) додати вимогу ідеальної гладкості 
поверхні стінки – 0 , то отримаємо: 






hR .                                           (1.28) 
  
Якщо 0,0 , тоді: 








0 hR ,                                (1.29) 








hR                  (1.30) 
1.4. Діаграма функції повного тиску та його інтенсивності 
Для розрахунку підпірної стінки на міцність необхідно знати 
повний тиск на будь-яку її ділянку – від поверхні до заданого рівня. 
Якщо планувальна поверхня землі зверху обмежена площиною, то 
повний тиск пропорційний квадрату висоти стінки (див. формулу 
(1.25)), тобто епюра повного тиску описується квадратною парабо-
лою, а епюра інтенсивності тиску – прямою лінією (рис. 1.4).  
За епюрою hR0  можна визначити ординату повного тиску, 
наприклад 
1
0R  на ділянку стінки h1, але не можна визначити точку 
прикладання цієї сили, тому необхідно побудувати епюру інтенси-
вності тиску q:  
                            hq .                                                 
Центр ваги ділянки епюри q буде точкою прикладання сили 
hR0 . Для визначення ординати cx  центра ваги dccd  на ділянці  
 
 
Рис. 1.4. Епюри повного тиску та його інтенсивності  
  
cc  знаходимо статичний момент для трапеції dccd  за формула-
































1 .           (1.31) 
Із рівняння (1.31) можна визначити ординату центра ваги ві-

















Остаточно отримуємо формулу для визначення центра ваги 














xc .      
 
1.5. Теорія лінійного деформування ґрунтового       
півпростору для визначення тиску на підпірну стінку 
Визначимо бічний тиск на абсолютно нерухому жорстку сті-
нку від дії зосереджених сил або місцевих навантажень (наприклад, 
смугового навантаження) за умови, що між напруженням та дефо-
рмацією ґрунту існує лінійна залежність. Каротерс запропонував 
розв’язувати подібні задачі, застосовуючи метод відображень (рис. 
1.5). Такі розв’язки добре узгоджуються з експериментальними да-
ними [5, 6]. З умов симетрії встановлюємо, що в горизонтальній 
площині x0y при x = 0 за напрямом 0x відсутні зсувні зусилля і пе-
реміщення дорівнюють нулю, тому площину симетрії можна замі-
нити площиною задньої грані жорсткої підпірної стінки, при цьому 
тиск на неї дорівнюватиме подвійному тиску від дії місцевого на-
вантаження, що визначається за теорією лінійного деформування 
тіла. Ці дані будуть дійсними для будь-якого місцевого наванта-
ження (наприклад, смугового). В особливому випадку у разі дії зо-
  
середженої сили за умови, що 5,0н , тиск на вертикальну підпірну 
стінку згідно з формулою Бусінеску становитиме [6]: 

















 ,                      
де Р – зосереджена сила;  z – глибина точки, що розглядається;  а – 
відстань прикладання сили Р від верхнього краю задньої стінки.  
Полегшують розрахунки складені допоміжні таблиці та гра-
фіки.  
 
Рис. 1.5. Cхеми до методу відображень 
Визначимо тиск ґрунту на підпірну стінку за розв’язками ди-
ференційних рівнянь граничної рівноваги. Для цього візьмемо ве-
личину питомого зчеплення для зв’язних ґрунтів з інтенсивним 
всебічним тиском згідно з теорією 
Кулона за графіком, показаним на рис. 
1.6: 





Р                 (1.32) 
де с – питоме зчеплення ґрунту, кг/см
2
; 
                                                  P  – тиск зв’язності;  – кут внутріш- 
                                                нього тертя ґрунту. 
Схему дії всебічного зовнішнього тиску, що моделює питоме 
зчеплення ґрунту, показано на рис. 1.7. Очевидно, що поверхневе 
зусилля буде збільшувати тиск на стінку, а тиск, що моделює зчеп-
лення по поверхні контакту ґрунту із задньою гранню стінки, зме-
ншуватиме бічний тиск ґрунту на величину P .  
 
Рис. 1.6. Діаграма напружень 





Рис. 1.7. Схема дії всебічного зовнішнього тиску 
 
Зважаючи на те, що додатковому тиску надано у вигляду су-
цільного рівномірно розподіленого навантаження, то поверхня ков-
зання матиме форму площини з таким самим напрямом, як і у си-
пучому тілі, що має нульове зчеплення. 
 
1.6. Приклад аналітичного розрахунку підпірної стінки  
Для розрахунку підпірної стінки необхідно знати: об’ємну 
вагу ґрунту , = 1,1 – 2,2 т/м
3
; кут внутрішнього тертя ґрунту , 
o4510 ; кут тертя між ґрунтом і поверхнею стінки , 




Крім того, необхідно знати коефіцієнти тертя фундаменту 
стіни по основі та тертя мурування по кладці f і коефіцієнт поздов-
жнього згину  за різних значень зведеної гнучкості зв . Коефіці-
єнт тертя між шарами мурування f = 0,7. Мурування по сухому ґру-
нту: f = 0,5 – 0,6; мурування по вологому ґрунту: f = 0,35 – 0,4. 
Розглянемо вертикальну гладку підпірну стінку з горизонта-
льною площиною засипки ґрунту (рис. 1.8).  
Дію навантаження на поверхню засипки (смугового наванта-
ження) припускаємо як еквівалентний шар ґрунту заввишки h0, що 
визначається за формулами:  
P




h                                              (1.33) 
де 
 
 – об’ємна вага ґрунту.  
Бічний тиск у точці а (рис. 1.8) визначаємо за формулою 
  
21
21sin        або      2
45o2
1
2 tg .                 (1.34) 
Із рівняння (1.31) маємо:  
2
45o212 tg .                                                             




hH          
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45tg oo22 cH ;                               
2
45tg o22 H ; 
2
45tg2 o2 cc ;  222 c , 
де 2  – величина бокового тиску на стінку, отримана з урахуванням 
лише тертя ґрунту; 2c  – величина бокового тиску на стінку, отри-
мана з урахуванням лише питомого зчеплення.            
 
Рис. 1.8. Розрахункова схема тиску на задню вертикальну стінку з 
урахуванням зчеплення ґрунту 
 
  
Таким чином, питоме зчеплення зменшує боковий тиск на 
величину 2c . На випадок пасивного опору у кожній точці буде 
збільшуватись опір ґрунту на величину  
     .
2
45tg2 o2 cc                                                        
Оскільки боковий тиск змінюється від додатного значення 
(внизу стінки) до від’ємного (зверху стінки), то глибину hc, на якій 







.                                                           
Повний активний тиск Ea на стінку зв’язного ґрунту визнача-






E                                                                   












Ea               
Тиск ґрунту на підпірну стінку з використанням строгих ме-
тодів теорії граничної рівноваги визначається за розв’язками дифе-
ренціальних рівнянь, які характеризують плоский граничний стан 








rr                                            








rrr                                   (1.35) 
Розв’язок (1.35) отримано числовими інтегруваннями із за-
стосуванням методу скінченних різниць. 
Задача визначення тиску ґрунту на підпірну стінку має два 
розв’язки: 1) активного тиску, 2) пасивного тиску. 
  
Для вертикальної гладкої стінки за умови, що o90,0 , 
величина тиску, знайденого згідно з теорією Кулона, збігається з 
точним розв’язком.  
Розглянемо аналітичний розрахунок підпірної стінки з визна-
чення тиску на задню її поверхню за формулами (1.25) – (1.30). Як 
приклад взято розрахунок підпірної стінки мостового стояка [8] 
згідно з розрахунковою схемою, показаною на рис. 1.9, з такими 
вихідними даними: 
- ґрунт – волога глина, розрахунковий опір ґрунту 5,3грR  
кг/см
2
, об’ємна вага ґрунту 7,1ґр т/м
3
, кут внутрішнього тертя 
о
тер 35 , кут тертя між ґрунтом і поверхнею стіни 
17 ; 
- мурування з буту, розрахунковий опір мурування 0,28мрR  
кг/см
2
, об’ємна вага мурування 4,2к т/м
3
, марка каменя 
200кM , марка розчину 10рM . 
Перевірку на міцність, стійкість і зсув виконуємо на рівні пі-
дфермової площадки аb (рис. 1.9), по обрізу cd та підошві фунда-
менту ef. Для цього стояк розбиваємо на відсіки. 
 
Рис. 1.9. Розрахункова схема підпірної стінки 
  
Для розрахунку беремо 1 м довжини стінки, z = 1 м. 
Алгоритм розрахунку складається з наступних етапів. 
1. Визначаємо висоту еквівалентного шару землі, що заміняє 





h         0,17,1
7,1
0h  м. 
2. Знаходимо власну вагу та положення центрів ваги кожного 
відсіку стінки:  
                     8,44,20,10,20,11G  т/м. 
Плечі сили 1G  відносно точок a, c і е: 
5,01ax  м;   9,11cx  м;   5,21ex  м. 
3,174,20,10,48,12G  т/м. 




3G  т/м. 
Плечі сили 3G  відносно точок с і е: 4,03cx  м;   0,13ex  м;    
4,144,20,10,20,34G  т/м. 
Плече сили 4G  відносно точки е: 5,14ex  м. 
Плечі сили P відносно точок с і е:  
0,16,04,0pcx  м; 6,16,06,04,0pex  м. 
3. Визначаємо тиск ґрунту на стіну. Тиск у заданій точці на 
відстані у від верху стіни становить 
                               




















k ;  
cos
sin тeр
1k ,   
де  – кут між задньою гранню стінки і віссю y;  – кут між пове-





































1E  т/м. 











На весь стояк заввишки 6 м 
043,10370,8673,121 EEE т/м. 
Для перевірки обчислимо повний тиск на стояк за формулою 





0,67,1E  т/м. 


















4 khE гр т/м
2
. 
4. Обчислюємо вертикальні та горизонтальні складові сил E1, E2, 
E3, і E4. Ці сили напрямлені до горизонту під кутом 
o17 . 





xE т/м;          49,017sin673,11

yE т/м;      
002,817cos370,82











xE т/м;       244,017sin835,04

yE т/м. 
5. Визначаємо плечі всіх сил Ey, і Ex відносно точок a,c і е. Сили 
E1, E2, E3, і E4  прикладені на грань відсіку на рівні центра ваги від-
повідних трапецій, що складають епюру розподілу тиску (рис. 1.9). 















2y  м. 






3y  м. 
Сила E4 прикладена на рівні центра ваги трикутника і відсту-





6. Обчислюємо перекидні та утримувальні моменти, а також 
коефіцієнти стійкості на перекидання. Для обчислення утримува-
льних та перекидних моментів вводимо коефіцієнти перевантажен-
ня відповідно 8,01n  
і 2,12n . Результати обчислень заносимо до 
табл. 1.1. 

















де аM ут , аM пк  – відповідно утримувальний та перекидний момен-





Коефіцієнт стійкості на перекидання стінки відносно точки c  
  
Таблиця 1.1 







Відносно точки а Відносно точки с Відносно точки е 
Плечі сил Моменти 
сил 
Плечі сил Моменти сил Плечі сил  Моменти сил 
x y x y утM  пкM  x y утM  пкM  x y утM  пкM  
G1 - 4,800 0,5 - 1,920 - 1,9 - 7,30 - 2,5 - 9,60 - 
G2 - 17,300 - - - - 1,5 - 20,80 - 2,1 - 29,06  
G3 - 2,880 - - - - 0,4 - 0,92 - 1,0 - 2,30  
G4 - 14,400 - - - - - - - - 1,5 - 17,30  
P - 20,000 - - - - 1,0 - 16,00 - 1,6 - 25,60  
E1 1,599 0,490 1,0 0,832 0,392 1,6 2,4 4,832 0,94 9,30 3,0 6,832 1,18 13,12 
E2 8,002 2,450 - - - - 2,4 1,733 4,70 16,65 3,0 3,733 5,88 35,80 
E3 6,400 1,960 - - - - - - - - 3,0 0,957 4,71 7,35 
E4 -0,80 0,244 - - - - - - - - - 0,670 0,43 - 


























Визначаємо коефіцієнти стійкості стояка на зсув. 
Для верхнього відсіку сила зсуву по шву аb становить  
xE12,1 = 919,1599,12,1  т/м.  
Утримувальна сила Рут становить      yEGfP 11ут 8,0 ,  
коефіцієнт тертя f = 0,5,  
116,249,08,45,08,0утP  т/м. 





Сила, що зсуває стіну по обрізу фундаменту 
53,11605,92,12,1 21 xxcd EEP  т/м. 
Утримувальна сила 











ixEP  т/м. 
Утримувальна сила, якщо 4,0f  (тертя кладки по вологій 
глині), 





Оскільки, розрахунок виконано за граничним станом, коефі-
цієнт стійкісті можна вважати цілком допустимим. 









                               
де N – нормальна складова всіх сил, що діють на шов, який розгля-
дається; е – ексцентриситет рівнодійної цих сил відносно найменш 
напруженої грані; m, тk – коефіцієнти умов роботи відповідно 
стіни та кладки; φ – коефіцієнт поздовжнього згину (табл. 1.2); b, h 
– відповідно ширина (одинична довжина стіни, z) та висота пере-
різу. 
Таблиця 1.2 
Значення коефіцієнтів поздовжнього згину  за різних зведених гнучкос-
тей  





































































На основі експериментальних досліджень за малих ексцентри-






де 0l  – розрахункова висота;  а – найменший розмір поперечного 
перерізу;  - пружна характеристика кладки, що залежить від типу 
кладки та марки розчину табл.1.3. 
Таблиця 1.3 
Значення пружної характеристики кладки  
Вид мурування Марка розчину 
200-50 25-10 4 2 0 
Із важких природних і бетонних ка-
менів та буту на важких розчинах 
2000 1000 750 500 350 
Із цегли, легкобетонних каменів, лег-
ких природних каменів на важких 
розчинах  
1000 750 500 350 200 
Із цегли, легкобетонних каменів, лег-
ких природних каменів на легких роз-
чинах 
750 500 350 200 100 
  
Розрахунок міцності виконуємо за поправковими коефіцієн-
тами перевантаження: для сил тиску землі п1=1,2; для сил ваги – 
п2=1,1. 
Розглянемо верхній відсік. Визначаємо ексцентриситет ae  
рівнодійної всіх сил, що діють на цей відсік відносно точки а. Для 
цього алгебраичну суму моментів усіх сил відносно точки а розді-
лимо на суму вертикальних проекцій всіх сил з урахуванням поп-




ae  м. 










Для верхнього відсіку, як для стовпа з вільним кінцем  
0,40,220l м;   а = 1,0 м. 


















 .                    
Як бачимо, необхідний розрахунковий опір мурування знач-
но нижчий від фактичного. 










ce  м; 









































Згідно з будівельними нормами необхідно, щоб найбільше 
напруження біля краю підошви позацентрово навантаженого фун-
даменту не перевищувавло 1,2 R:  
      2,45,32,166,3 кг/см
2
. 
1.7. Приклад розрахунку стійкості підпірної стінки з 
використанням методу круглоциліндричної поверхні  
ковзання 
Вихідні дані (рис. 1.10): 
- ширина підошви фундаменту – 2b = 4,0 м;  
- висота стінки від підошви фундаменту – 13,0 м; 
- ширина стінки на рівні обрізу фундаменту – 3,5 м; 
- ширина по верху – 1,0 м; 
- заглиблення фундаменту hзагл = 3,0 м; 
- питома вага важкого бетону γ = 2,5 т/м3. 
Характеристики ґрунту (див. підрозділ 1.6). 
Потрібно знайти найменший коефіцієнт стійкості. Загальних 
правил знаходження центра обертання дуги ковзання по циліндри-
чній поверхні не існує. Тому розраховуємо кілька кривих ковзання 
і з них вибираємо криву з найменшим коефіцієнтом запасу.  
Зазвичай спочатку розраховуємо дуги ковзання, центри яких 
розміщені на обраній вертикалі – вниз, вгору, з них обираємо криву 
з найменшим коефіцієнтом запасу. Потім на горизонтальному рівні 
центра обраної кривої шукаємо точку з найменшим коефіцієнтом 
запасу – вправо, вліво від попередньо вибраного центра. 
Алгоритм розрахунку: 
1. Вибираємо центр обертання – точку О1. Для цього відкла-








 (рекомендовано значення) до її верхньої грані. На 
перетині променя з вертикаллю, яка проходить через кут С (край 
обрізу фундаменту), знаходимо точку О1.  
2. На перетині вертикалі з горизонталлю, що проходить че-
рез верхню грань підпірної стінки, отримаємо точку В. 
3. Із центра О1 проводимо дугу так, щоб вона проходила че-
рез нижній кут S підпірної стінки (рис. 1.10). Цю криву вважати-
мемо можливою поверхнею ковзання.  
4. Графічно за масштабом визначаємо відстань О1В та обчи-




1 )4()2( BObR ;   R1=15,6 м. 
5. Із трикутників АВО1, СDO1 та FEO1 визначаємо значення 
центральних кутів α1, α2, α3, α4 за катетами О1В, О1С і О1Е:  
О1В = 2,0 м (200 см);  О1С = 12,0 м (1200 см); 
О1Е = 15,0 м (1500 см). 










;   α1=1,44223=82,63
о
. 










;    α2=0,6932=39,72
о
. 










;     α3=0,2784=15,95
о
;  
;9615,0cos 5       α5= α3; α4= α2- α3=0,6932-0,2784=0,4148,  
39,72 – 15,95=23,77о. 
6. Визначаємо довжину дуги ковзання L та довжини ділянок 
кривої в обох шарах. 
Загальна лінія ковзання L проходить у двох шарах ґрунту: 
- у шарі піску – дві ділянки дуги ковзання, розміщені в ме-
жах кутів α1 і α4; 
- у шарі суглинку – ділянка дуги з центральними кутами      
α3 + α5. 
  
Загальна довжина дуги ковзання вздовж ASFD: 
L = ( 1+ α2)R1=(1,44223+0,6932)∙15,6 = 33,3127 м. 
Ділянки AS і FD у піщаному шарі: 
L1 = (α1- α5+ α6)R1=(1,4422-0,9615+0,4148)∙15,6 =13,9698 м. 
Ділянка FЕ´S: 
L2 = 2α2R1=2∙0,2784∙15,6 = 8,69 м. 
Перевірка: 





7. Знаходимо момент сил щеплення за дугою ковзання 
DFE´SA: 
(L1C1 +L2C2)R1 = (2250∙0,02+1294∙0,28)1560 = 635419кг см 6,35 тм. 
8. Сектор ковзання розбиваємо на блоки 1–4 і для кожного 
блока розраховуємо його площу, вагу, місце розташування центра 
ваги, момент відносно центра обертання і момент утримувальних 
сил. Для спрощення розрахунків дугу ковзання апроксимуємо 
ламаною лінією, що дає можливість звести фігури окремих бло-
ків до простих геометричних тіл, трикутників або трапецій. 
Міцність на осьовий розтяг Rbt :  
першого граничного стану В12,5 –  Rbt = 6,73 кг/см
2
;  В15 –  
Rbt = 7,65 кг/см
2
,  
другого граничного стану В12,5 –  Rbt=10,2 кг/см
2






При бетонуванні вертикальних конструкцій шаром заввиш-
ки понад 1,5 м: γб = 0,85;  
третього граничного стану B15 – 0,12PbtR  γb3 Rbt = 












;  tg(0,31416) = 0,325. 
9. Виконуємо обчислення для кожного блока, визначаючи 
його площу, вагу і координати центра ваги відносно центра обер-
тання О1. 
  












– вагу блока (товщина півпростору – 1 м) 
G1 = ω1γп = 1∙72,8∙1,9 = 138,32 т; 









– діючий момент ваги блока 1 відносно центра обертання 
  G1b1 = 138,32∙7,73 = 1069,2 тм; 
– момент утримувальних сил 
5,13466,153232,13811
tgRtgG n  тм, 





Блок 2. Площа стінки KSECM та півпростір із шару суглин-
ку ∆SE'E:  




























– діючий момент від ваги блока 2 відносно О1 (за годинни-
ковою стрілкою) 
  
G2b2 = 88,65∙2 = 177,3 тм; 
– момент утримувальних сил 
5,4496,15325,065,881суг2 RtgG тм. 





























– діючий момент від ваги блока 3 відносно точки О1 (проти 
годинникової стрілки) 
G3b3=-25,2 2=-50,4 тм; 
– момент утримувальних сил 
8,1276,15325,02,25tg 1суг3 RG тм. 
Блок 4. Площа півпростору з піщаного шару ∆FF´D: 










1,179,10,944 пG т; 







4 FDFCb м; 
– діючий момент від ваги блока 4 відносно О1 (проти го-
динникової стрілки) 
- G4b4=-17,1 6=-102,6 тм; 
– момент утримувальних сил 
5,1666,15624,01,17tg 14 RG п  тм. 
Результати зводимо до табл. 1.4. 
  
Таблиця 1.4  
Результати обчислень активно-зсувних призм сил і утримувальних сил 



















момент від сил 
тертя, тм 
1 72,8 138,3 7,73 1069,2 1346,5 
2 34,5/1,2 88,65 2,0 177,3 449,5 
3 13,2/1,2 25,2 2,0 -50,4 127,8 
4 9,0 17,1 6,0 -102,6 166,5 
Усього:  1093,5 2090,3 
             
10. Визначаємо коефіцієнт запасу стійкості укосу підпірної 


















Знаходимо найменше значення коефіцієнта запасу як фун-
кції від координати О1 у вертикальному напрямі. 
11. Змістимо центр обертання кривої ковзання вертикально 
вгору на 2 м, отримаємо положення центра обертання О2 другої 
кривої ковзання. 
Аналогічно обчислюємо всі параметри для визначення ко-
ефіцієнта запасу для другої кривої ковзання. 




















































Довжина ліній ковзання 
232123231
2








2 LLL м. 





1 RCLCL тм. 
Визначаємо активні та утримувальні зусилля в блоках. 













- вага блока 
6,1609,15,8421
2
1 nG т; 










- діючий момент від ваги блока1 відносно О2 
8,133733,86,16021
2
1 bG тм; 
- момент утримувальних сил відносно О2 
8,17535,17624,06,160tg 2
2
1 RG n тм. 
Блоки 2, 3. Зусилля 2
2
2 GG  (не змінюється) 












- вага блока 
7,199,135,1024
2
4 nG т; 















- момент утримувальних сил  
1,2155,17624,07,19tg 2
2
4 RG n тм. 
Зводимо результати обчислення по кривій ковзання віднос-
но центра ковзання О2 до табл. 1.5. 
12. Визначаємо коефіцієнт запасу стійкості укосу підпірної 


















Результати обчислень активно-зсувних призм сил і утримувальних сил 



















момент від сил 
тертя, тм 
1 84,5 160,6 8,33 1337,8 1753,8 
2 34,5/1,2 88,65 2,0 177,3 449,5 
3 13,2/1,2 25,2 2,0 -50,4 127,8 
4 10,35 19,7 6,3 -124,1 215,1 
Усього: 1340,6 2546,2 
 
13. Зміщуємо центр обертання кривої ковзання вертикально 
вгору ще на 2 м:   
 5,193R  м;   0,193EO  м;   0,63BO  м;  0,163CO м; 

































Довжини ліній ковзання 
55,275,19353,026085,04127,12 3321
3
1 RL м; 
85,85,192269,022 33
3
2 RL  м. 





1 RcLcL 7,5905,198,285,82,051,5  тм. 
Визначаємо активні та утримувальні зусилля в блоках. 
Блок 1. Півпростір із шару піску ASK: 







- вага блока 
6,1769,195,3231
3
1 nG  т;  









BKb  м; 
- діючий момент від ваги блока 1 відносно 3O  
8,154877,86,17631
3
1 bG  тм; 
- момент утримувальних сил відносно 2O  
9,21485,19624,06,176tg 3
3
1 RG n  тм. 
Блоки 2, 3 майже не змінюються. 
Блок 4. Площа півпростору з піщаного шару ∆FF´D: 
- площа не змінюється під тиском кривої відносно .2O  









Таблиця  1.6 
Результати обчислень активно-зсувних призм сил і утримувальних сил 













3O : ib ,м 
Активний 
момент: 
iibG , тм 
Утримувальний 




1 RtgG n  
1 92,95 176,6 8,77 1548,8 2148,9 
2 34,5/1,2 88,65 2,0 177,3 449,5 
3 13,2/1,2 25,2 2,0 - 50,4 127,8 
4 10,35 19,7 6,3 - 124,1 215,1 
Всього: 1551,6                  2941,3 
 
14. Зміщуємо центр обертання вниз по вертикалі на 2,0 м: 



























Довжина ліній ковзання 
39,236,13298,027447,05708,12 4321
4
1 R м; 
11,86,13298,022 43
4
2 R  м. 





1 Rcc  тм. 
Визначаємо активні та утримувальні зусилля у блоках. 
Блок 1. Півпростір із шару піску ASK: 





- вага блока 
8,1179,14,6241
4
1 nG  т;  
  









BKb  м; 
- діючий активний момент від ваги блока 1 відносно 4O  
2,8482,78,11741
4
1 bG  тм; 
- момент утримувальних сил у блоці 1 відносно 2O  
7,9996,13624,08,117tg 4
4
1 RG n тм. 
Блоки 2, 3. Зусилля 2
2
2 GG  (не змінюється). 
Блок 4. Площа півпростору з піщаного шару ∆FF´D: 





- вага блока 
25,149,15,744
4
4 nG  т; 




444b  м;  
- активний момент  
8,8067,525,1444
4
4 bG  тм; 
- момент утримувальних сил  
9,1206,13624,025,14tg 4
4
4 RG n тм. 





15. Зміщуємо центр обертання вниз по вертикалі ще на 2,0 м: 
5,215R  м; 0,215EO  м; 0,85BO  м; 0,185CO м; 
.90о1  
















Результати обчислень активно-зсувних призм сил і утримувальних сил 














4O : ib , м 
Активний 
момент: 
iibG , тм 
Утримувальний 
момент від сил 
тертя 4tg RG ii  
1 62,4 117,8 7,2 848,2 999,7 
2 34,5/1,2 88,65 2,0 117,3 449,5 
3 13,2/1,2 25,2 2,0 -50,4 127,8 
4 7,5 14,25 5,67 -80,8 120,9 



























Довжини ліній ковзання 
5321
5
1 2 R =
72,285,212163,025787,01895,1  м; 
3,95,212163,022 53
5
2 R  м. 





1 Rcc  тм. 
Визначаємо активні та утримувальні зусилля в блоках. 
Блок 1. Півпростір із шару піску ASK: 
- площа  ;7,102
2
138,15 25
1 м  




1 nG  т;  




451b  м; 




1 bG  тм; 
- момент утримувальних сил  
5,26175,21624,01,195tg 5
5
1 RG n тм. 
Блоки 2, 3. Зусилля 2
2
2 GG  (не змінюється).  
Блок 4. Площа півпростору з піщаного шару ∆FF´D: 
- площа  ;25,110,35,7
2
1 25
4 м  
- вага блока 
4,219,125,1154
5
4 nG  т; 




454b  м;  
- активний момент  
1,1395,64,2154
5
4bG  тм; 
- момент утримувальних сил 
1,2875,21624,04,21tg 5
5
4 RG n тм. 







Результати обчислень активно-зсувних призм сил і утримувальних сил 














5O : ib , м 
Активний 
момент 
iibG , тм 
Утримувальний 
момент від сил 
тертя 
5tg RG ii  
1 102,7 195,1 9,27 1808,0 2617.5 
2 34,5/1,2 88,65 2,0 177,3 449,5 
3 13,2/1,2 25,2 2,0 - 50,4 127,8 
4 11,25 21,4 6,5 -139,1 287,1 
Усього                                                                                       1795,8 3481,9
 
  
16. Вибираємо оптимальну точку О2 розміщення центра 
обертання від зміни координат по вертикалі (що проходить через 
початкову точку О1) і проводимо через неї горизонталь, уздовж 
якої зміщуємо точку О2 вліво на 2,0 м, будуємо точку О6, для якої 
маємо:
 
0,186R  м;     1716EO  м;  0,416BO  м;  0,1416CO м; 































   ;19,19   
.35  
Довжини ліній ковзання 
6321
6
1 2 R  
42,240,183349,026797,03467,1  м; 
06,120,183349,022 63
6
2 R  м. 





1 Rcc  тм. 
Обчислення активних та утримувальних внутрішніх зусиль 
у блоках відносно центра обертання 
 6
O . 
Блок 1. Півпростір із шару піску ASK: 




1 м  
- вага блока 
03,1429,175,7461
6
1 nG  т;  












KBb  м;  
- діючий момент від ваги блока 61G  відносно 6O  
6,1396833,903,14261
6
1 bG  тм; 
- момент утримувальних сил від сил тертя в блоці 1 
3,15950,18624,003,142tg 6
6
1 RG n тм. 
Блок 2. Площа стінки KSECM та півпростір із шару суглинку:  





















2 сугстG  т; 











- активний (зсувний) момент від ваги блока 2 відносно 6О  
(за годинниковою стрілкою) 
9,5250,18325,09,8962
6
2bG  тм. 
Блок 3' (блок 3 містить два підблоки 3' і 3''). Площа з пі-
щаного шару CEFD і шару суглинка праворуч точки О6: 
- площа піщаного шару 
;м0,632 26 п3  






















b  м;  






bG  тм; 





Блок 3'' (підблок 3) суглинок ліворуч точки О6:  
- площа піщаного шару 
;м0,632 26
п3 ''  























b  м;  
- активний (зсувний) момент від ваги блока 3'' відносно О6 
(проти годинникової стрілки) 
3,150,13,1563
6
3 bG тм; 
- момент утримувальних сил 
5,890,18325,03,15tg 6
6
3 RG c тм. 
Блок 4'
 
(блок 4 включає два підблоки 4' і 4'') площа півп-
ростору з піщаного шару ∆FF´D : 
- площа піщаного шару   
0,12346 п4  м
2
; 















4G  т; 











FCb  м; 
- активний (зсувний) момент від ваги блока 4' відносно О6 
(проти годинникової стрілки) 
2,10748,2664
6
4 bG  тм; 
- момент утримувальних сил блок 4' відносно О6 
8,1560,18325,08,26tg 6cуґ
6
4 RG тм. 
Блок 4". Площа трикутника 436 FFD  









4 nG  т; 









b  м; 
- активний (зсувний) момент від ваги блока 4" відносно О6 
(проти годинникової стрілки) 
1,11877,72,1564
6
4 bG  тм; 
- момент утримувальних сил блока 4" відносно О6 
7,1700,18624,02,15tg 6n
6
4 RG тм. 







17. Зміщуємо точку О2 по горизонталі на 2 м і отримуємо 
точку О7, центр обертання кривої ковзання, для якої маємо: 
8,187R  м, 477BO  м,    1747FO м,  0,1417FO  м. 
 
  
Таблиця  1.9 














6O : ib , м 
Активний 
момент: 
iibG , тм 
Утримувальний 
момент від сил 
тертя 6tg RG ii  
1 74,75 142,03 9,83 1396,6 1595,3 
2 34,5/1,8 89,9 4,0 359,6 525,9 
3' 6,0/1,85 15,1 1,0 15,1 88,3 
3" 6,0/1,95 15,3 1,0 -15,3 89,5 
4' 12,0/2,0 26,8 4,0 -107,2 156,8 
4" 8,0 15,2 7,77 -118,1 170,7 
Усього    1530,7                       2626,5 
                                                                              



































Довжини ліній ковзання: 
7321
7
1 2 RL = 
65,228,184412,027307,03564,1  м; 
59,168,184412,022 73
7




7 LLL  м. 





1 RCLCL  тм. 
Обчислення активних та утримувальних внутрішніх зусиль 
в окремих блоках відносно О7: 









- вага блоку 
2,1279,195,6671
7
1 nG  т; 












- діючий момент від ваги блока 
7
1G  відносно 7O   
3,1454433,112,12771
7
1 bG  тм; 
- момент утримувальних сил від ваги блока 1 (сил тертя) 
2,14928,18624,02,127tg 7
7
1 RG n  тм. 
Блок 2. Площа стінки KSECM та півпростір із шару суглинку: 


















2G  т; 










CFb  м; 
- активний момент від ваги блока 2 відносно О7 (проти го-
динникової  стрілки) 
5,5530,625,9272
7
2 bG  тм; 
- момент утримувальних сил (сил тертя) блока 2  
65,5638,18325,025,92tg 7суґ
7
2 RG  тм. 
Блок 3. Площа з піщаного шару CEFD і шару суглинка 



















3G  т; 








b  м; 




3 bG  тм; 
- момент утримувальних сил у блоці 3 відносно О7 
0,2208,18325,00,36tg 7суґ
7
3 RG  тм. 
Блок 4' (блок 4 містить два підблоки 4' і 4"). Площа півпро-
стору з піщаного шару ∆FF´D: 
- площа піщаного шару 
0,24387 (п)4  м
2
; 














4G  т; 








b  м; 




4 bG  тм; 
- момент утримувальних сил (тертя) у блоці 4' відносно О7 
7,3668,18325,00,60tg 7суґ
7
4 RG  тм. 
  
Блок 4" 







- вага  83,129,175,674
7
4 nG  т; 











DFb  м; 




4 bG  тм; 
- момент утримувальних сил блока 4" відносно О7 
5,1508,18624,083,12tg 7
7
4 RG n  тм. 





Таблиця  1.10  













7O : ib , м 
Активний 
момент:  
iibG , тм 
Утримувальний 
момент від сил 
тертя  
7tg RG ii тм 
 
1 66,95 127,2 11,43 1454,3 1492,2 
2 34,5/3,0 92,25 6,0 553,5 563,65 
3 12,0/6,6 36,0 2,0 72,0 220,0 
4' 24,0/7,2 60,0 4,0 -240,0 366,6 
4" 6,75 12,83 9,5 -121,9 150,5 
Усього 1717,9 2793,0   
 
18. Зміщуємо точку центра ваги обертання кривої О2 впра-
во в точку О8,  для якої маємо: 
3,178R  м; 438BO  м,   0,1748CO  м,    0,1438CO  м. 

































Довжини ліній ковзання 
55,273,171865,026279,03375,12 8321
8
1 RL м; 
45,63,171865,022 83
8





8 LLL  м. 





1 RCLCL  тм. 
Обчислення активних і утримуючих внутрішніх зусиль в 
окремих блоках відносно О8: 








- вага блока 
8,1779,16,9381
8
1 nG  т; 











KBb  м; 
- діючий момент від ваги блока 
8
1G  відносно О8 
0,12098,68,17781
8
1 bG  тм; 
- момент утримувальних сил від ваги блока 1 (сил тертя) 
4,19193,17624,08,177tg 8
8
1 RG n  тм. 
Блок 2. Площа стінки KSECM та півпростір із шару суглинку: 




















2G  т; 
- координата центра ваги блока 2 відносно О8 
082b ; 
- активний момент від ваги блока 2 відносно О8  
;005,8782
8
2bG   
- момент утримувальних сил  
0,4923,17325,05,87tg 8суґ
8
2 RG  тм. 
Блок 3. Площа з піщаного шару CEFD і шару суглинка: 












3G  т; 









3 CDCCb  м; 




3bG  тм; 
- момент утримувальних сил у блоці 3 відносно О8 
4,2583,17624,094,23tg 8
8











Таблиця  1.11 













8O : ib , м 
Активний 
момент: 
iibG , тм 
Утримувальний 
момент від сил 
терття 
8tg RG ii  
1 93,6 177,8 6,8 1209,0 1919,4 
2 34,5/0,6 87,5 0,0 0,0 492,0 
3 12,6 23,9 4,8 -114,9 258,4 
Усього   1094,1                      2669,8   
 
1.8. Аналіз розрахунку підпірної стінки на міцність  
і стійкість з використання числових методів 
 
Розглянемо класичну конструкцію підпірної стінки з похи-
лою передньою і вертикальною задньою стінками з монолітного 
бетону. Вихідні дані (рис. 1.11):  
- ширина фундаменту – 4,0 м; 
- висота стінки від підошви фундаменту Н = 13,0 м; 
- ширина стінки на рівні обрізу фундаменту – 3,5 м;  
- ширина по верху – 1,0 м; 
- заглиблення фундаменту – 3,0 м; 
- об'ємна вага бетону γ = 2,4 т/м
3
; 





Характеристики ґрунту засипки: пісок; 
-  об'ємна вага γ = 1,9 т/м3;  
- кут внутрішнього тертя φ = 32º; 
- коефіцієнт зчеплення С = 0,0 (для числового розрахунку 
беремо С = 0,005 кгс/см
2
); 
- модуль загальної деформації ґрунту Е0 = 250,0 кгс/см
2
;  
γ0 = 0,32. 
Характеристики основи:  суглинок; 
- об'ємна вага γ = 2,0 т/м3; 
- кут внутрішнього тертя φ = 18º; 
- коефіцієнт зчеплення С = 0,28 кгс/см2; 
модуль загальної деформації ґрунту, коефіцієнт Пуассона 
Е0 = 150,0 кгс/см
2




Рис. 1.11. Конструктивна схема підпірної стінки 
 
Алгоритм розрахунку конструкції підпірної стінки: 
- на міцність бетонної конструкції; 
- на стиск, зсув і згин; 
- на стійкість; 
- на перекидання відносно ребра а та визначення коефіцієнта 
запасу. 
Розрахунок виконано аналітично та чисельно на основі мо-
ментної схеми скінченних елементів (МССЕ)[2]. Для розрахунку 
на стійкість використано метод круглоциліндричних поверхонь 
[3]. Виконано порівняльний аналіз результатів інженерного та 
числового розрахунків конструкції підпірної стінки.  
Для реалізації числового розрахунку взаємодії підпірної 
стінки та ґрунтового півпростору у плоскій постановці побудова-
но відповідну дискретну модель і розрахункову схему півпросто-
ру одиничної товщини (рис. 1.12). Розміри сіткової ділянки півп-
ростору становлять М1xМ2хМ3 = 2х33х36 (NUX = 2x33x36 = 
  
2376), що відповідає кількості рівнянь К = NUX = 2376x3 = 7128 
без урахування накладених в'язів. 
Розміри півпростору по довжині L = 3400,0 см і по ширині 
(глибині) В = 2100,0 см. Дискретна модель дає змогу дослідити 
активну зону півпростору під підошвою фундаменту підпірної 
стінки на глибину до 8м (НС = 800,0 см). 
На розрахунковій схемі представлені параметри для визна-
чення радіуса і довжини кривої ковзання ґрунтової призми відпо-
відно до методу круглоциліндричної поверхні [3]: 
λ1 = 1,3467 рад ≡ 77,2º;  λ2 = 0,6797 рад ≡ 38,94º; 
λ3 = 0,3349 рад ≡ 19,19º ;    λ = L1 + L2.                             (1.36) 
Радіус кривої розраховувався за критерієм найменшого ко-
ефіцієнта запасу [3] і остаточно визначений за шість ітерацій R6 = 
18,0 м. 
Відповідно до рівнянь (1.36) (рис. 1.12) 
λ1 = (λ1 + λ2 - 2λ3) R6; λ2 = 2 λ3 R6;                                  
λ1 = (1,3467 + 0,6797 - 2 ∙ 0,3349) ∙ 18,0 = 24,42 м; 
λ2 = 2 ∙ 0,3349 ∙ 18,0 = 12, 06 м;  λ = 24,42 + 12,6 = 36,48 м. 
Зображено колову криву ковзання призми  руйнування з 
певним запасом стійкості на рис. 1.12. Знаком х показано локаль-
ні елементи, у яких пластичні деформації досягають максимуму 
через втрату стійкості підпірною стінкою. 
Оскільки для числового розрахунку коефіцієнт зчеплення 
не може дорівнювати нулю, то його значення у випадку засипан-
ня піском беруть рівним С = 0, 005 кг/см
2
. Визначаються макси-
мальні активний та пасивний тиски у точках з максимальною 
глибиною за скінченноелементної дискретизації, тобто в СК 
959aвn , 947
n
вn , для яких параметри глибини становлять від-
повідно h1 = 1250,0 см і h2 = 250,0 см. Бічний тиск на підпірну 
стінку з урахуванням еквівалентного тиску, який заміняє величи-



























45tg005,02  кг/см2;                             (1.37) 
564,161tg005,0261tg2500019,0 22
n  кг/см2.      (1.38) 
За результатами числового розрахунку згідно з розрахунко-
вою схемою (рис. 1.12) у зазначених точках 959aвn , 947
n
вn  
(табл. 1.12 і 1.13) отримано значення активного та пасивного тис-











p .                                     (1.40) 
Вважаємо, що розбіжність аналітичного та числового роз-
рахунків (1.39), (1.40) за визначенням активного і пасивного тис-
ків цілком задовільні.  
За числової реалізації розглянутого прикладу огороджува-
льної конструкції розраховувалися варіанти за різними критерія-
ми навантаження та рівнянь стану в заграничному стані [5]: 
1) з урахуванням (lode = ,true.) і без урахування (lode = 
,falce.) параметра «Лоде-Надаї» під час описання критерію руй-
нування поверхні (навантажування); 
2) урахування або неврахування впливу поперечної анізот-
ропії багатошару на фізико-механічні характеристики ґрунтових 
шарів (без урахування коригувавння Е0; з урахуванням коригува-
вння Е0).  
За результатами визначення активних і пасивних тисків на 
стінку побудовано епюри і відповідні гістограми для визначення 
дискретних * повних тисків (рис.1.13). Урахування параметра * 
(lode = true.) на кривих ділянках під час визначення тисків на сті-
нку зумовлює певну нелінійність зміни функції тиску, а без його 
врахування епюра тисків має майже лінійний характер (без ура-
хування спотворень) – друга епюра. 
  
Таблица 1.12 







N , кгс/см 
22
N  без коригу-
вавння при  
lode = false 
Осереднені 
22






23   
Реакція * 
uh




1 893 0,31 0,18 0,67 -0,39 1,25 0,7 
 
+87,5 
2 959 -1,09 -1,08 -0,78 0,15 
3 1025 -1,06 -1,03 -0,74 -1,16 -0,0065 -0,11 -13,75 
4 1091 -1,26 -1,22 -0,89 -0,15 
5 1157 -1,20 -1,17 -0,90 -1,14 -0,22 -0,25 -31,25 
6 1223 -1,12 -1,10 -0,89 -0,28 
7 1289 -1,05 -1,04 -0,86 -1,01 -0,32 -0,34 -42,5 
8 1355 -0,97 -0,97 -0,82 -0,36 
9 1421 -0,90 -0,89 -0,77 -0,85 -0,38 -0,385 -48,13 
10 1487 -0,83 -0,81 -0,72 -0,39 
11 1553 -0,75 -0,73 -0,68 -0,69 -0,40 -0,40 -50,0 
12 1619 -0,67 -0,64 -0,63 -0,40 
13 1685 -0,59 -0,56 -0,59 -0,53 -0,40 -0,40 -50,0 
14 1751 -0,51 -0,49 -0,54 -0,40 
15 1817 -0,44 -0,40 -0,49 -0,59 -0,44 -0,42 -52,5 
16 1883 -0,49 -0,77 -0,44 -0,54 
17 1949 -0,72 -0,78 -0,39 -0,56 -1,48 -1,01 -101,0 
18 2015 -0,64 -0,33 -0,33 -0,22 
19 2081 0,07 +0,33 -0,25 +0,31 -0,24 -0,23 -23,0 
20 2147 0,19 +0,29 -0,13 -0,23 
21 2213 0,17 +0,20 -0,00 +0,55 -0,23 -0,36 -36,0 
22 2279 0,80 +0,89 +0,95 -0,49 











N ,  кгс/см  
22











1 881 -0,81 -1,04 -0,571 -0,126 
2 947 -1,82 -1,48 -1,32 
3 1013 -1,44 -1,27 -1,20 -0,126 
4 1079 -1,68 -1,36 -1,32 
5 1145 -1,79 -1,42 -1,45 -2,045 
6 1211 -2,97 -2,12 -2,64 
 
Згідно з поданими до епюр тисків і гістограм визначаємо по-
вний активний і пасивний тиски і порівнюємо результати з аналі-












 hchEp                     (1.42) 


















8,20265,28645,489pa EE  кг. 
Числові результати за гістограмою (див. рис. 1.13) і табл. 1.14 










ip RE  кгс;                                                        






                                   Аналітичний                   Числовий                      Аналітичний  
Рис. 1.13. Епюри та гістограми активного і пасивного тиску на підпірну стінку 
  
Різниця тисків при аналітичному розрахунку з урахуванням 









Розрахунок стійкості стінки на зсув при інженерному (аналі-
тичному) розрахунку виконуємо з використанням формули [3]    








K ,                                           (1.44) 
де cmP  – вага перерізу стінки одиничної ширини; φ – кут внутріш-
нього тертя ґрунту основи по підошві фундаменту підпірної стінки 
 
 Таблиця 1.14 






ного тиску, кгс 
Плече реакції від-
носно ребра а, см 
Момент перекидан-
ня,  кгс см 
2 -39,0 50,0 -1950,0 
4 -116,0 150,0 -17400,0 
6 -114,0 250,0 -28500,0 
8 -126,25 362,5 -45765,625 
10 -106,25 487,5 -51796,875 
12 -86,25 612,5 -52828,125 
14 -66,25 737,5 -48859,375 
16 -73,25 862,5 -63609,375 
18 -70,0 987,5 -69125,0 
20 +38,75 1112,5 +43109,375 
22 +68,75 1237,5 +85078,125 





ного тиску, кгс 
Плече реакції від-
носно ребра а, см 
Утримувальний 
момент, кгс см 
2 +126,0 50,0 +6300,0 
4 +126,0 150,0 +18900,0 
6 +255,6 250,0 +63900,0 
Усього      507,6 Усього                          89100,0 
  
(для суглинку φ = 18º); pW  - площа підошви фундаменту підпірної 
стінки одиничної товщини; δ – кут внутрішнього тертя між верти-
кальними поверхнями підпірної стінки та ґрунту засипки, δ = 20º; 
0C  - коефіцієнт зчеплення ґрунту в основі фундаменту стінки,  0C  
= 0,28 кгс/см
2. 
Статична вага перерізу підпірної стінки дорівнює сумі ваги 
окремих бетонних відсіків (див. рис. 1.11) переріз одиничної тов-
щини (h0 = 1,0 см)  
,321cm GGGP                               
де   0,3000024,01000250
2
1
1101 ShG  кг;    
0,2400024,010001001202 ShG  кг; 










K                   (1.45) 
Для числового розрахунку на зсув використовуємо формулу 
(1.44), але з використанням значення знаменника за отриманими 




запK .                                                            (1.46) 
Таким образом, числовий результат (1.46) майже збігається з 
аналітичним (1.45). 
Стійкість підпірної стінки на перекидання відносно ребра 






K ,                                                                         (1.47) 




hhEМ aaa                                                (1.48) 









                                                                    
  
для числового розрахунку з використанням гістограми, зображеної 
на рис. 1.13. Добутки реакцій в ділянках гістограми на відповідні 
«плечі» зведено до табл. 1.14, тобто маємо 
875,251646пкM  кгс = -2,5165 тм.                                 (1.49) 





сosM тм.      (1.50) 
Утримувальний момент для аналітичного розрахунку визна-
чаємо за формулою 








     
(1.51) 










300  кг∙ см                              (1.52) 







запK                                             (1.53) 
Утримувальний момент за результатами числового розрахун-
ку визначається моментом від ваги окремих відсіків перерізу підпі-
рної стінки аналогічно виразу (1.51) та моменту від горизонтальної 
складової повного пасивного тиску (табл. 1.14) і вертикальної 
складової повного активного тиску uh








1,43995240063,36089100200288240  кг∙см                 (1.54) 
Ураховуючи рівняння (1.54), коефіцієнт запасу в розрахунках 
на перекидання підпірної стінки відносно ребра а при обчисленні 












що цілком узгоджується з величиною (1.53). 
  
Перевіряємо за міцністю матеріалу підпірну стінку за поздо-
вжнього згину – відцентрове стискання нормальних перерізів. Роз-
глядаючи надземну конструкцію підпірної стінки відповідно до 
скінченноелементної моделі (див. рис. 1.11), використовуємо чис-
лові результати за нормальними напруженнями 33N  у крайніх СЕ 
(лівий і правий): ліворуч у точках 1 - 9 (N = 1281–2271 через два 
шари 1 3 2) і праворуч: N = 1287 – 2277 теж за нумерації вузлів че-
рез 1 3 2. Результати зведено до табл. 1.15, при цьому епюра на-
пружень у перерізі подається у вигляді мембранної (постійної 
вздовж перерізу) і чистого згину: 
2
п33л33
u ;                                                            (1.55) 
2
п33л33
т ;                                                           (1.56) 
9,1, iWМ iiu
і




і .                                                            (1.58) 
Результати обчислень внутрішніх зусиль згідно з рівняннями 
(1.55)–(1.58) на підставі числового розрахунку з використанням норма-
льних напружень зведено до табл. 1.15. 
Перевіряємо розрахункові значення внутрішніх зусиль для 
матеріалу підпірної стінки – бетону класу В20 для граничного ста-
ну за першою групою [6]: 
Rbt = 9,18 кгс/см
2
 – призмової осьової міцності на розтяг зразка; 
Rbn = 117 кгс/см
2
 – призмової міцності на стискання зразка. 
Площа перерізу, що розглядається, А = 1∙256,25 = 256,25 см
2
 
(див. номер точки 4 табл. 1.15). 
Екстремальні значення напружень за дії на переріз, що розг-
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Таблиця 1.15 
Погонні згинальні моменти в одиничному перерізі підпірної стінки за її висотою 
































1 1281 -2,63 1287 -4,18 +0,775 350,0 0,2042 510  0,15 -3,14 
-1191,75 
-1,1918 
2 1413 -0,99 1419 -4,82 +1,915 318,75 0,1693 510  0,3242 -2,905 
-925,97 
-0,926 
3 1545 +0,26 1551 -5,56 +2,91 287,5 0,1378 510  0,401 -2,65 
-761,88 
-0,7619 
4 1677 +1,41 1683 -6,11 +3,76 256,25 0,1094 510  0,4113 -2,35 
-602,19 
-0,602 
5 1809 +2,39 1815 -6,39 +4,39 225,0 0,0844 510  0,371 -2,0 
-450,0 
-0,45 
6 1941 +3,07 1947 -6,23 +4,65 193,75 0,0626 510  0,291 -1,58 
-306,13 
-0,306 
7 2073 3,14 2079 -5,33 +4,24 162,5 0,0440 510  0,187 -1,095 
-177,94 
-0,178 
8 2205 +2,00 2211 -3,16 +2,58 131,25 0,0287 510  0,074 -0,58 
-76,125 
-0,076 
9 2271 +0,73 2277 -2,12 +1,43 115,62
5 














.     
З урахуванням екстраполяції лінійної функції згинальних на-
пружень від площадки в центрі СЕ і на його краю (див. розрахун-
кову схему на рис. 1.11 і табл. 1.15) отримаємо: 







2 36,1818,90,22 btR кгс/см
2










       










2 0,1172 bnR  кгс/см
2            (1.61) 
Довжини половини перерізу 100
8
250n
















k .         
За даними табл. 1.15 побудовано 
епюру згинальних моментів (рис. 1.14) 
по висоті конструкції підпірної стінки 
відносно нейтральної осі змінних пе-
рерізів.  
Для максимального моменту в  
                                    перерізі 4 і відповідній цьому перерізу  
                                    поздовжній силі за формулою (1.59)  
                                    визначено екстремальні напруження. 
Рис. 1.14. Епюра згинних 
моментів зведених до 
нейтральної осі змінних 
перерізів 
  
Значення нормальних напружень (1.60), (1.61) свідчать, що клас 
бетону В20 задовольняє умови міцності; додаткове армування мо-
жна виключити за даними статичного розрахунку. 
У цому прикладі для визначення характеру деформації півпрос-
тору переміщення - просадки від чисто компресійних впливів вага 
ґрунтових мас вилучена, тобто враховуються переміщення, які 
спричинені порушенням рівноваги від утворення порожнини в ґрун-
товому півпросторі. 
Побудована СЕ-модель, що містить ne = (m2-1) х (m3-1)=(33-
1) х (36-1) = 1120 СЕ без урахування порожнини в регулярній сіт-
ковій ділянці (16х13= 208 → pbn ) і накладених в'язів у розрахунко-
вій схемі (див. рис. 1.12).  
Результати числового розрахунку додаткових переміщень 
зведено до табл. 1.16–1.19, у яких наведено переміщення вузлів: 
розміщених на задній грані підпірної стінки (табл. 1.16); на дні ко-
тловану – нижній площині укосу (табл. 1.17); на вільній поверхні 
півпростору (табл. 1.18); та на підошві фундаменту підпірної стінки 
(табл. 1.19). 
Отримати числові результати переміщень під час досліджен-
ня неоднорідного ґрунтового півпростору досить важко, що зумов-
лено неадекватним описом фізико-механічних властивостей вузлів, 
визначених лабораторними та польовими дослідженнями, проявом 
поперечної анізотропії багатошарового півпростору та ін. [3; 4; 5]. 
 
Таблиця 1.16 
















Nu   см 
3
Nu  см 
2
Nu   см 
3
Nu  см 
1 893 -2,90 4,08 -1,72 2,16 -3,13 
2 959 -2,71 4,08 -1,62 2,16 -2,93 
3 1025 -2,52 4,08 -1,53 2,16 -2,73 
4 1091 -2,33 4,08 -1,43 2,16 -2,53 
5 1157 -2,15 4,08 -1,34 2,16 -2,34 
6 1223 -1,96 4,08 -1,24 2,16 -2,14 
7 1289 -1,77 4,08 -1,15 2,16 -1,94 
8 1355 -1,53 4,08 -1,03 2,16 -1,69 
  















Nu   см 
3
Nu  см 
2
Nu   см 
3
Nu  см 
9  1421 -1,30 4,08 -0,91 2,16 -1,44 
10 1487 -1,06 4,08 -0,79 2,16 -1,19 
11 1553 -0,82 4,08 -0,67 2,16 -0,94 
12 1619 -0,59 4,08 -0,55 2,16 -0,69 
13 1685 -0,35 4,08 -0,43 2,16 -0,44 
14 1751 -0,11 4,08 -0,30 2,16 -0,19 
15 1817 +0,13 4,08 -0,18 2,15 0,06 
16 1883 +0,37 4,08 -0,06 2,15 0,31 
17 1949 0,61 4,08 0,07 2,15 0,57 
18 2015 0,85 4,08 0,19 2,15 0,82 
19 2081 1,09 4,08 0,32 2,15 1,07 
20 2147 1,33 4,08 0,45 2,15 1,33 
21 2213 1,58 4,08 0,58 2,15 1,59 
22 2279 1,82 4,08 0,71 2,15 1,84 
23 2345 2,07 4,08 0,84 2,15 2,10 
 
Таблиця 1.17 
Додаткові переміщення вузлів з урахуванням коригувавння на ……. 
дні котловану 
Номер точки Номер вузла 2
Nu  см 
3
Nu   см 
1 1255 0 +6,23 
2 1257 -0,14 6,23 
3 1259 -0,26 6,21 
4 1261 -0,36 6,17 
5 1263 -0,41 6,09 
6 1265 -0,42 5,95 
7 1267 -0,40 5,71 
8 1269 -0,42 5,32 
9 1271 -0,52 4,68 
10 1273 -0,61 4,41 
11 1275 -0,77 4,00 
12 1277 -0,99 3,46 
13 1279 -1,15 2,93 
14 1281 -1,15 2,83 
  
Таблиця 1.18 







Nu   см 
3
Nu   см 
1 2 3 4 
1 2345 +0,84 +2,14 
2 2347 0,87 1,96 
3 2349 0,94 1,66 
4 2351 1,00 1,40 
5 2353 1,04 1,19 
6 2355 1,05 1,00 
7 2357 1.02 0,55 
8 2359 0,94 0,15 
9 2361 0,84 -0,13 
10 2363 0,74 -0,38 
11 2365 0,64 -0,58 
12 2367 0,53 -0,75 
13 2369 0,40 -0,92  
14 2371 0,27 -1,03 
15 2373 0,13 -1,11 
16 2375 0,00 -1,13 
 
Таблиця 1.19 




Nu , см 
3
Nu , см 
1 883 -1,72 +2,93 
2 885 -1,72 2,83 
3 887 -1,72 2,67 
4 889 -1,72 2,50 
5 891 -1,72 2,33 
6 893 -1,72 2,33 
 
Для розв’язання цієї тестової задачі розглядалися три варіан-
ти рівнянь стану ґрунту: 1) без урахування коригувавння модуля 
загальної деформації ґрунту як функції від глибини півпростору; 2) 
з урахуванням коригувавння модуля загальної деформації як функ-
  
ції Е(z); 3) без урахування параметра Лоде-Надаї в розглянутому 
критерії Мізеса. Ці три варіанти розв’язання задачі стійкості підпі-
рної стінки наведено в результатах переміщень задньої грані підпі-
рної стінки (див. табл. 1.16) і відповідно побудовані епюри вузло-




Рис. 1.15. Епюри переміщень задньої грані підпірної стінки: 
1 – без урахуванням коригувавння Е(z); 2 – з урахуванням коригування 
Е(z); 3 – без урахування коригувавння Е(z) і параметра Лоде-Надаі 
  
Епюри вузлових переміщень, що лежать  на нижній поверхні 
укосу (на рівні обрізу фундаменту підпірної стінки) і на вільній 
верхній поверхні укосу побудовані на рис. 1.16, 1.17. Переміщення 
точок підпірної стінки – на задній грані і на підошві мають ліній-
ний характер, причому за характером переміщень задньої грані пі-
дпірної стінки спостерігається поворот стінки як жорсткого цілого 
проти годинникової стрілки в бік активного впливу ґрунту на під-
пірну стінку.  
Таким чином, за характером усіх наведених епюр переміщень 
можна зробити висновок, що стінка зазнає обертального руху спі-
льно з призмою сповзання. Центр цього обертального руху розмі-
щений у точці О6, визначений за методом круглоциліндричних по-
верхонь [3]. Задача з розрахунку стійкості основи підпірної стінки 
розв’язувалася за мінімізацією функції коефіцієнта запасу стійкос-
ті, при цьому точка центра рухалася три рази по горизонталі і два 
рази по вертикалі. Радіус дуги ковзання призми R = 18,0 м вимірю-
ється від точки О6 до нижньої точки задньої грані стінки. При ви-
конанні числового розрахунку СК, у яких спостерігалися найбільш 
пластичні деформації групуються з певним розкидом у ділянці тео-
ретичної лінії ковзання, при цьому поверхня ковзання складається з 
комбінації дуг з радіусом кривизни від Rmin = 18,5 до Rmax = 21,0 м 
(див. рис.1.12).  
 
 
  Рис. 1.16. Епюра вузлових векторів переміщень, розміщені на нижній 
поверхні укосу 
  
       
Рис. 1.17. Епюри переміщень 
3
Nu : а – вільної поверхні півпростору; 
       б – підошви фундаменту підпірної стінки  
 
Запитання та завдання для самоперевірки 
 
1. На яких припущеннях ґрунтуються теорії розподілу напружень 
усередині сипучого тіла з використанням закону Кулона? 
2. У чому полягає загальна теорія граничного стану сипучого се-
редовища? 
3. Наведіть основні гіпотези визначення тиску ґрунтової маси на 
підпірну стінку на основі теорії Кулона. 
4. У чому полягає суть графоаналітичного методу визначення ти-
ску на підпірну стінку? 
5. Побудуйте діаграму рівноваги сил, що діють від впливу приз-
ми руйнування за межами задньої поверхні підпірної стінки. 
6. Сформулюйте першу теорему Ребхана і наведіть рівняння реа-
кції поверхні підпірної стінки від дії призми руйнування. 
7. Сформулюйте другу теорему Ребхана. 
8. Побудуйте схему Понселье, якщо поверхня землі горизонтальна. 
9. Наведіть аналітичний вираз тиску ґрунту на підпірну стінку. 
  
10. Наведіть формули і епюри для визначення повного тиску на 
підпірну стінку і його інтенсивності при горизонтальній пове-
рхні землі. 
11. Наведіть рівняння для окремого відсіку при розрахунку підпі-
рної стінки на міцність та стійкість. 
12. У чому полягає суть розрахунку на стійкість підпірної стінки 
методом круглоциліндричної поверхні ковзання? 
  
РОЗДІЛ 2 
РОЗРАХУНКИ ПЛОСКОНАПРУЖЕНИХ КОНСТРУКЦІЙ 
2.1. Співвідношення плоскої задачі теорії пружності  
у прямокутних координатах 
Якщо досліджуване пружне тіло має об’єм, який визначаєть-
ся трьома вимірами, то розв’язуємо просторову задачу ТП. Якщо 
один із вимірів дуже малий порівняно з іншими, то отримаємо пло-
ску задачу теорії пружності. 
У плоскій задачі слід відрізняти два випадки:  
1) плоский напружений стан; 
2) плоска деформація. 
Плоский напружений стан - випадок, коли дуже тонка плас-
тинка несе навантаження, прикладене до контуру по дотичній до 
площини пластинки. При цьому вважається, що зовнішні сили рів-
номірно розподілені по товщині пластинки. Унаслідок малої тов-
щини напруження у пластинці не можуть істотно змінюватися у ра-
зі переходу від однієї граничної поверхні до іншої, тобто вони рів-
номірно розподілені по товщині і не залежать від координати z. Усі 
процеси деформування відбуваються у площині ХОY. Але завдяки 
здатності всіх пружних тіл до поперечної деформації (коли зусилля 
діють тільки у площині), то у загальному випадку пластинка у пло-
скому напруженому стані деформуватиметься у напрямі осі OZ, 
тобто залежно від дії зовнішніх сил буде потовщуватися або пото-
ншуватися, при цьому:  
    .0,0 zz                                                                 
Прикладом такої пластинки є конструкція балки-стінки. 
Плоска деформація відбувається у разі, якщо пружне тіло у 
напрямі осі OZ є дуже великим за розміром і поперечні перерізи ті-
ла у площинах, перпендикулярних до цієї осі, однакові за геометрі-
єю. При цьому навантаження діють у площинах, паралельних OXY, 
і не залежать від координати Z. Прикладом такої системи є конс-
трукція прямолінійної нескінченно довгої підпірної стінки, на яку 
діє тиск ґрунту, що рівномірно розподілений по довжині цієї стін-
ки.  
  
Розглянемо напружено-деформований стан цієї конструкції. 
Для розрахунку вирізаємо одиничну пластинку. Отримуємо плоску 
задачу, оскільки деформування відбувається в одній площині. Цей 
випадок збігається з першим, але за характером напружено-
деформованого стану він суттєво відрізняється від першого. Попе-
речні деформації пластинки у напрямі осі OZ неможливі, тому що 
цьому протидіють сусідні пластинки, які знаходяться у однакових 
умовах. 
Завдяки цій протидії у напряму осі OZ при 0  виникають 
напруження, тобто маємо:  
.0,0 zz                                                                    (2.2) 
Для плоскої задачі, як і для просторової, маємо три групи рі-
внянь [9, 10]: 
1) Статичні рівняння. 
Диференціальні рівняння рівноваги (у декартовій системі ко-
ординат) мають вигляд: 
     ;0Xyx
xyx




                                                            (2.3) 
З урахуванням yxxy  маємо два рівняння з трьома невідомими 
),,( xyyx . Якщо розв’язувати задачу у напруженнях з умовами 
на контурі (складної конфігурації), то у загальному випадку:  
;cossin xyxX  
.sincos xyxY                                                      (2.4) 
2) Геометричні рівняння (диференціальні рівняння Коші) 










xyyx                                 (2.5) 
3) Фізичні рівняння – узагальнений закон Гука: 











   (2.6) 
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Тоді фізичні рівняння для плоского напруженого стану і пло-
скої деформації за формою збігаються, тобто для плоскої задачі під 
час розв’язання у деформаціях (переміщеннях) маємо вісім рівнянь: 
два рівноваги, три – Коші, три – закону Гука; та вісім невідомих 
,,,,,,х,, xyyxxyyxu  які задовольняють умовам цих восьми 
рівнянь.  
Таке розв’язання теорії пружності є досить складним. Якщо 
застосувати спрощення для плоскої задачі, то можна звести цю за-
дачу до невідомих у напруженнях. Для цього у рівняння сумісності 
деформацій [9] треба підставити рівняння закону Гука. Виконуючи 
диференціювання рівняння Коші двічі відповідно за y і x, а потім, 
склавши результати, отримаємо рівняння сумісності деформацій 












.                                                       (2.4) 
  
Підставляючи у вираз (2.4) рівняння (2.3), після деяких пере-















           
або  









yx                     (2.5) 
У рівнянні (2.5) показано, що може використовуватися вели-
чина  або )(1 1 . Якщо на однорідне тіло діятимуть об’ємні си-
ли власної ваги, які не будуть залежати від координат x і y, то права 








,                                                 (2.6) 
тому рівняння сумісності у напруженнях для обох випадків плоскої 
задачі буде єдиним (2.6).  
Отже, можна зробити висновок, що для обох випадків плос-
кої задачі напруження будуть однакові, але деформації різні. 
Рівняння (2.6) можна записати з використанням набла-
оператора (уведеного для диференціювання тензорних (векторних) 








 – вектор;              
2
 – скаляр; 
2
 називають також оператором Лапласа другого порядку. 
Він вказує, що потрібно взяти другі похідні окремо за 321 ,, xxx і 
скласти їх. Користуючись правилом Ейнштейна [27] тензорного 


























.     
Для дії об’ємної сили власної ваги для розв’язання плоскої 















                                                 (2.7) 
із забезпеченням умов на контурі. 
Ця задача має велике практичне значення. 
Якщо ввести скалярну функцію напружень або функцію Epі, 
















                                                               (2.8)  
Отже, якщо перші два рівняння тотожно задовольняються, то 
для розв’язання задачі вони непотрібні і залишається одне рівняння 
із системи (2.7). Якщо в нього підставити рівняння (2.8), тоді 










                                            (2.9) 
Із використанням набла-оператора в окремому випадку опе-
ратора Лапласа отримаємо бігармонічне рівняння для плоскої зада-
чі теорії пружності: 
  
.00)( 422                    
У розгорнутому вигляді: 








                                           (2.10) 
Таким чином, спочатку для розв’язання внутрішньо статично 
невизначеної задачі було вісім рівнянь, які зведено до шести (без 
урахування переміщень). Після вилучення деформацій (до трьох) і 
шляхом уведення функції Ері отримали одне рівняння. 
Із математичного аналізу відомо, що коли деяка функція за-
довольняє однорідне диференціальне рівняння, то і будь-яка похід-









xxx  і т.д. для .х,, uy  
Розв’язуючи будь-яку задачу, потрібно підібрати таку функ-
цію ),,( yx яка б задовольняла рівняння (2.10) і одночасно гранич-
ні умови на контурі. Визначивши функцію ),,( yx можна отримати 
відповідні формули для визначення напружень у будь-якій точці із 
заданими координатами. Потім з рівнянь стану знаходяться дефор-
мації. Якщо треба знайти переміщення, то, виходячи з формул Ко-
ші, підставляючи деформації як функції координат, їх треба проін-
тегрувати. Необхідність розв’язання одного рівняння є значною пе-
ревагою цього підходу. Однак виникають труднощі у підборі фун-
кцій, що задовольняють одночасно граничні умови. Тому деякі за-
дачі треба розв’язувати у полярних координатах. 
2.2. Розв’язання плоскої задачі теорії пружності 
 у поліномах 
Як відомо підбір функції напружень , яка задовольняла б 
рівняння сумісності (2.10) та граничні умови (на контурі), пов'яза-
ний з деякими труднощами. Тому на певному класі функцій доці-
льно виконати аналіз через зворотну задачу:  
1) задати вид функції; 
2) дослідити випадок напруженого стану, якому вона відповідає.  
  






























      (2.11) 
для якого можна отримати ряд розв’язків. 
Члени з координатами у першому степені брати недоцільно, 
оскільки при визначенні напружень за формулами (2.8) вони дорів-
нюватимуть нулю, тобто функція  при цьому описуватиме нату-
ральний (ненапружений) стан. Розглядаючи спочатку прості випад-
ки, коли функція  складається з одного або декількох членів по-
лінома (2.11) до п’ятого степеня включно, проаналізуємо, які умови 
на контурі вона задовольняє, а потім перейдемо до більш складних 
випадків із комбінації найпростіших. 
Виконаємо дослідження напруженого стану у прямокутній 
пластинці завдовжки l і заввишки h з одиничною товщиною (рис. 
2.1). Вважаємо, що смуга невагома (P = 0 у рівняннях (2.7)). 












2 ydxycyxbxaycxybxa .       (2.12) 










xxx               
Проте зручніше провести дослідження, поступово задаючи 
всі коефіцієнти, крім одного, рівними нулю. Для даного поліному 
маємо сім випадків. 












xyyx          
Аналіз граничних умов на контурі свідчить, що напруження 
на верхній і нижній поверхнях мають зрівноважуватися зовнішнім 
навантаженням згідно з рис. 2.2, де епюри напружень одночасно є 
епюрами зовнішнього навантаження. Тут маємо випадок простого 




Рис. 2.1. Схема прямокутної                  Рис. 2.2. Епюри напруження по 
                        пластинки                           контуру для функції  22xa  









xyyx       
Маємо випадок чистого зсуву. По контуру прикладені рівно-
мірно-розподілені зсувні напруження (рис. 2.3). 
Випадок 3.   ;22 yc  напруження: ;2
2cx ;0y .0xy    
У цьому випадку смуга перебуває під дією рівномірного роз-
тягу у горизонтальному напрямі (рис. 2.4). 
 
Рис. 2.3 Епюри напруження для       Рис. 2.4. Епюри напруження по  
                 функції  xyb2                   контуру для функції 
2
2 yc  
Випадок 4. ;23xa  напруження: .0;6;0 3 xyyx xa  
Для цього випадку вертикальне навантаження розподіляється 
за трикутником (рис. 2.5, а). Якщо взяти початок координат у сере-
дині смуги, то отримаємо випадок чистого згину (рис. 2.5, б). 
  
 
                 а                                                         б 
Рис. 2.5. Епюри напруження по контуру для функції 23xa : 
а) за схемою рис.2.1; б) коли початок координат у середині смуги 
Випадок 5. ;23 yxb  напруження: .2;2;0 33 xbyb xyyx  
Тут маємо випадок, коли до смуги прикладені нормальні і 
дотичні навантаження на нижньому і верхньому контурах пластин-





, то .2/2 33 hbhb  Знизу – стискальні сили, оскіль-




, то .2/2 33 hbhb  
Дотичні зусилля розподіляються зверху і знизу за законом 
прямої. Зліва на контурі дотичних зусиль немає, справа вони роз-
поділені рівномірно. Сили, прикладені до смуги, перебувають у рі-
вновазі.  
 
Рис. 2.6. Епюри напруження по контуру для функції yxb 23  
  
Випадок 6. ;23xyc  напруження: ;0;2 3 yx xc  
.2 3ycxy  
Нормальні зусилля прикладені до правого кінця пластинки, 
дотичні – розподілені рівномірно зверху та знизу і змінюються за 
прямою на лівому і правому контурах (рис. 2.7).  
 
 
Рис. 2.7. Епюри напруження по контуру для функції 23xyc  
Випадок 7. ;33 yd  напруження: .0;0;6 3 xyyx yd   
Тут маємо випадок згину моментами, прикладеними до кін-
ців пластинки (рис. 2.8).  
Використання поліномів четвертого і п’ятого степенів. 
Розглянемо поліном четвертого степеня: 
 










4 yexydyxcyxbxa                         (2.13) 
Поліном (2.13) має деякі особливості. Він задовольняє рів-
няння сумісності (2.10) не за будь-яких значень коефіцієнтів. Між 
деякими з них повинна бути певна залежність. Візьмемо похідні ві-


















Підставимо їх у рівняння сумісності (2.10): 
.0244224 4444 ecca     
Отримаємо  
).3/( 444 cae                                                             (2.14) 
З урахуванням (2.14) маємо: 










4 )3/( ycaxydyxcyxbxa            (2.15) 
Функція (2.15) задовольняє рівняння сумісності вже за будь-
яких значень коефіцієнтів, що входять до її складу. 
Розглянемо випадок, який важливий тільки для реальних 
прикладів, коли всі коефіцієнти, крім 4d , дорівнюють нулю: 
















Нормальні зусилля прикладені лише до правого кінця. Доти-
чні зусилля рівномірно розподілені зверху і знизу та змінюються за 
законом параболи справа і зліва (рис. 2.9). 











5 yfxyeyxdyxcyxbxa             (2.16) 
який також задовольняє рівняння сумісності лише за деяких спів-

















                                                       (2.17) 
Підставимо похідні (2.17) у рівняння сумісності (2.10): 
012024242424120 55555 yfxeydxcybxa s .        (2.18) 
Згрупуємо складові (2.18) відносно x i y: 
.0)1202424()2424120( 555555 fdbyecax  
 
Рис. 2.9. Епюри напруження по контуру для функції 34xyd  
З урахуванням незалежності x і y кожний вираз у дужках 








                                                  (2.19) 
Розв’яжемо рівняння (2.19) відповідно відносно 5e  і  5f : 
);5( 555 cae  
).(5/1 555 dbf                                                                (2.20) 















                         (2.21) 
Функція (2.21) задовольняє рівняння сумісності за будь-яких 
значень коефіцієнтів, які входять до її складу. Розглянемо найбільш 
придатний для подальшого випадок значення функції (2.21), коли 
5d  не дорівнює нулю: 
















xy .     
У цьому випадку маємо досить складний напружений стан із 
навантаженням рівномірно розподілених і дотичних сил знизу та 
зверху, а також дії згинальних моментів на кінцях зліва і справа, до-
тичних сил – справа (рис. 2.10). 
 
 
Рис. 2.10. Епюри напруження для функції )5/( 5325 yyxd  
 




Використовуючи розглянуті випадки для підбору функції за-
лежно від граничних умов, розглянемо реальний приклад: згинан-
ня консольної пластинки силою, прикладеною на краю. Розрахун-




Рис. 2.11. Схема прямокутної консольної пластинки 
 
Навантаження не можна враховувати як зосереджену силу, 
оскільки у місці її прикладання виникають нескінченно великі на-
пруження. Вважаємо, що навантаження здійснюється дотичними 
зусиллями, прикладеними на вільному кінцевому перерізі. 
Знаходимо вираз функції напружень. Умови на контурі розг-
лянутої пластинки потребують пошуку такого розв’язку, за якого 
верхня і нижня поверхні консолі не сприймають навантажень. Тоб-
то для них ,0y  і 0xy . На лівому вільному кінці консолі прик-
ладені дотичні зусилля.     
Серед простих випадків 1–7, які б точно відповідали такому 
навантаженню, немає прикладу, але можна створити подібну ком-
бінацію з наявних простих розв’язків. Наприклад, прийнятні випад-
ки за яких до вільного лівого кінця консолі прикладені тільки доти-
чні зусилля. Такими є випадки 2 і 6. Але випадок 6 не зовсім прида-
тний, оскільки по верхній і нижній поверхнях контуру дотичні зу-
силля напрямлені в один бік. Іншого такого розв’язку з напрямлен-
нями зусиль в один бік немає. 
  
Тоді залишається випадок 2, що відповідає чистому зсуву, але 
його треба доповнити розв’язком, у якому дотичні зусилля на віль-
ному краю напрямлені у різні боки. Розглянемо подібні випадки 5, 
8 і 9. У випадках 5 і 9 нормальні навантаження, тому вони не при-
датні. Остаточно можна дійти висновку: доцільно взяти одночасно 
випадки 2 і 8, тоді функція напружень набуде вигляду: 
.342 xydxyb                                                                (2.22) 















xy                                                  (2.25) 
Ураховуючи умови на контурі, можна знайти невідомі коефі-
цієнти 2b і 4d . 
Згідно з функцією (2.22) напруження x  на лівому кінці кон-
солі дорівнюють нулю при 0x  (див. рівняння (2.23)), вертикальні 
напруження нульові (див. рівняння (2.24)). Дотичні напруження 











dbxy , це є першою умо-
вою, що зв’язує 2b , 4d . 
Друга умова полягає у тому, що сума дотичних зусиль на лі-
















































Pd                      
Підставляючи значення коефіцієнтів 2b  і 4d  у рівняння (2.23)-
(2,25), остаточно дістаємо формули для визначення напружень: 
;0;12 3 yx xyh






xy      
Вважаємо, що момент інерції перерізу консолі рівний 









xyy      
де  Px  – згинальний момент;   
28
22 yh  – статичний момент 











x                               (2.26) 
Результати (2.26) повністю збігаються з формулами опору 
матеріалів. Це відповідає допущенню, що сила P визначалась за до-
тичними зусиллями, розподіл яких відповідає формулі для визна-
чення xy . За іншого способу прикладання сили і розв’язок буде 
іншим. Однак різниця у результатах буде істотною тільки у перері-
зах, які межують з вільним краєм консолі, а за принципом Сен-
Венана не буде надто далеко від нього. 
2.4.  Розв’язання плоскої задачі теорії пружності  
у тригонометричних рядах 
 
  
Розв’язувати задачі у поліномах можна тільки для балок, ви-
сота яких не перевищує приблизно півпрогону. За більших висот 
напруження у перерізах, наближених до кінців, впливають на на-
пруження у прогоні. Тому слід задавати  в іншому вигляді, на-
приклад, застосовувати тригонометричні ряди. Наприклад:  
),(sin yF
l
xn                                                               (2.27) 
де n – будь-яке ціле число; l – довжина пластинки у напрямі осі x;  
)( yF – деяка функція, що залежить від координати у. 
Підставляючи вираз (2.27) у рівняння (2.9), знаходимо функ-
цію )( yF .  Для зручності позначимо: ,
l
xn    тоді 





















Підставивши формули (2.28) у рівняння (2.9), отримаємо: 
.0)()sin()()sin(2)()sin( 24 yFxyFxyFx IVII            (2.29) 
Загальний інтеграл рівняння (2.29) після скорочення на 
)sin( x  можна виразити через гіперболічні функції [9]: 
;0)()(2)( 24 yFyFyF IVII  
).ch()sh()ch()sh()( 4321 yycyycycycyF        
Функція напружень, що задовольняє рівняння сумісності, має 
вигляд 
)].ch()sh()ch()sh()[cos( 8765 yycyycycycx    
Задаючи різні значення числа n, отримуємо нескінченну 














   (2.30) 
Коефіцієнти с в рівнянні (2.30) залежать від порядкового но-
мера члена ряду. По суті у формулу (2.30) входить нескінченна кі-
лькість коефіцієнтів, але вони пов’язані між собою певним співвід-
ношенням і знаходяться з граничних умов на контурі пластинки. 
Щоб розв’язати задачу, зовнішнє навантаження за контуром також 

























.                                
За допомогою тригонометричних рядів можна знайти 
розв’язки для багатьох плоских задач теорії пружності. Застосу-
вання тригонометричних функцій все ж не є універсальним мето-
дом, оскільки далеко не завжди вдається забезпечити граничні 
умови по бокових поверхнях розрахункового фрагменту конструк-
ції балок-стінок.  
 
Запитання та завдання для самоперевірки 
 
1. Які дві складові задачі розглядаються у плоскій теорії пруж-
ності? 
2. Які допущення використовуються у задачах плоскої дефор-
мації та плоского напруженого стану? 
3. Запишіть геометричні рівняння для плоскої задачі теорії пру-
жності. 
4. Запишіть фізичні рівняння теорії пружності. 
  
5. Запишіть статичні рівняння рівноваги для задач плоскої де-
формації і плоского напруженого стану. Чим вони відрізня-
ються і що у них є загального? 
6. Наведіть бігармонічне рівняння функції напружень Ері. 
7. Запишіть диференціальні співвідношення функцій компонент 
тензора напружень і скалярної функції напружень Ері. 
8. Які тригонометричні функції задовольняє бігармонічне рів-
няння сумісності? 
9. Запишіть поліном другого і третього степенів, які задоволь-
няють функції напружень (рівняння сумісності). 
10.  У яких випадках для розв’язання плоскої задачі доцільно засто-
совувати поліном четвертого і п’ятого ступенів? 
11. Обґрунтуйте, який поліном треба застосовувати для рівняння 
сумісності для розв’язання задачі згинання консолі силою, 





МЕТОД СКІНЧЕННИХ РІЗНИЦЬ У РОЗРАХУНКАХ 
БАЛОК-СТІНОК 
3.1. Основи теорії скінченних різниць 
Теорія скінченних різниць полягає у заміні похідних відно-
шеннями скінченних величин. Замість одного диференціального 
рівняння розв’язують систему лінійних алгебраичних рівнянь.  
Ідея методу скінченних різниць полягає у тому, що замість 
частинних похідних у диференціальних рівняннях розв’язуваної 
задачі використовують співвідношення різниць змінних, які нази-
ваються скінченними різницями. Наприклад, якщо розглянути де-




точці М дорівнює тангенсу кута нахилу дотичної в точці М до кри-
вої )(x , тобто   





                                (3.1) 
Якщо виділити деякий інтервал x  в околі точки М досить 
малих, але скінченних розмірів, тоді можна записати наближений 












x                                        (3.2) 
Чим меншим буде інтервал x , тим точніший вираз (3.2). 
 
3.1. Схема до побудови скінченнорізницевих співвідношень для 
одновимірної задачі 
  
Для одновимірної задачі, що описується диференціальним рі-
внянням, яке утримує лише першу похідну шуканої функції )(x , 
треба поділити інтервал зміни аргумента х на скінченне число діля-
нок x , що обмежуються вузлами. Диференціальні рівняння зазна-
ченої задачі можна перетворити, використовуючи співвідношення 
типу (3.2), і записати їх для кожного вузла. Задавши відповідні гра-
ничні умови, знаходимо систему рівнянь, кількість яких дорівнює 
кількості невідомих значень функції у вузлах. 
Для розв’язання двовимірних задач у межах досліджуваної 
області потрібно побудувати скінченнорізницеву сітку з відповідни-
ми кроками за координатами x  і y . Для отримання формул, за 
якими необхідно обчислювати похідні будь-якого порядку, скорис-
таємося співвідношеннями з теорії скінченних різниць, наведених у 
праці [9]. 
Задамо деяку криву )(x  (рис. 3.2), три ординати якої 
пл 303 ,,  відомі, причому 0  збігається з віссю ординат. Відста-
ні між ординатами дорівнюють x . Треба знайти наближене зна-
чення похідної у точці 0´. Криву в межах 1´0´2´ можна апроксиму-
вати параболою, тобто задати її рівнянням параболи: 
.2 cbxax                               
Знайдемо коефіцієнти рівняння (3.1) з умови, що парабола 
проходить через три точки з ординатами пл 303 ,, , тобто запи-
шемо три рівняння параболи відповідно для точок 1´, 0´, 2´: 
 












                                                  (3.3) 
Розв’язавши рівняння (3.3) відносно невідомих коефіцієнтів 











b  0c .                      (3.4) 
Підставивши рівняння (3.4) у систему (3.3), маємо: 











Знаходимо першу і другу похідні, якщо x = 0 (у точці 0´): 





                                                                      (3.5) 








                                                       (3.6) 
Якщо вертикальну вісь провести будь-де, формули залиша-
ються правільними. Ці формули будемо використовувати під час 
розв’язання плоскої задачі теорії пружності. 
3.2. Виведення формул для похідних функцій напружень  
у скінченних різницях із застосуванням рівномірних сіток 
На задану пластину, завантажену зовнішніми впливами, на-
кладаємо рівномірну сітку з постійними кроками x  і y  відпові-
дно по горизонталі та вертикалі (рис. 3.3).  
Розглянемо функцію напружень для плоскої задачі теорії 
пружності ),( yx  у точці k через k . Значення функції напружень 
для вузлів, сполучених з вузлом k, позначимо через ,,, cba  
nd  . Ці значення функції вважаємо невідомими, але на підставі 
рівнянь рівноваги з рівнянням сумісності між ними повинна бути 
певна залежність. Знайдемо цю залежність. 




Рис. 3.3. Схема рівномірної сітки з постійними кроками x  і y    
;
Д2 хdx







dbk                                                          (3.8) 














































Другі похідні визначаємо за тими ж формулами (3.8), (3.10) і 















enbdk                                    (3.11) 







imack                                     (3.12) 
Четверта змішана похідна визначається з використанням рів-








































        (3.13) 
Знайдені значення похідних (3.11), (3.12) і (3.13) підставимо 









  тоді  
14)686( 2 dcbak  








.   
У рівняння сумісності (3.14), у скінченних різницях входять 
13 невідомих значень функції ),( yx .  
  
Якщо сітка є квадратною ( xy і 1 ), то рівняння дещо 
спроститься: 
hgfвdcbak 2820  
0nmli .                                                      (3.15) 
Рівняння має деяку подібність з рівнянням трьох моментів 
методу переміщень при розрахунках статично невизначених сис-
тем. 






















xy    
Також можна отримати і формули для переміщень. 
3.3. Побудова систем рівнянь для прямокутної сіткової 
ділянки з використанням балкових функцій 
Рівняння сумісності (3.14) і (3.15) можна скласти для кожно-
го вузла сіткової ділянки. Їх буде стільки, скільки є вузлів  всере-
дині контуру, але в ці рівняння увійдуть невідомі значення функції 
напружень φ(x, y) для вузлів на контурі та для вузлів на відстанях 
x  і y  зовні контуру (рис. 3.4). 
Припускаємо за невідомі значення функції φ на контурі і зо-
вні нього, а додаткові рівняння отримаємо, виходячи з умов на кон-
турі, наприклад: 0, xyy q ,   або   0,0 xyx  і т. ін. 
Як приклади для пластинки, показаної на рис. 3.4, маємо 60 
невідомих значень функції напружень φ, а кількість рівнянь – 56, 
оскільки зникають умови в кутах, тому що дотичні напруження до-
рівнюють нулю. Якщо їх ввести, то потрібно буде знаходити φ ззо-
вні контуру в кутах сітки (за зовнішнім обводом).  
  
Таким чином, не вистачає чотирьох рівнянь. Вони можуть бу-
ти довільними, якщо відкласти перпендикулярно до пластинки ор-
динати, які б дорівнювали значенням φ (у будь-якому масштабі).  
 
Рис. 3.4. Схема пластинки з накладеною сіткою  
При цьому отримані вершини ординат на деякій площині не 
змінюють напруження, оскільки всі значення φ змінюються величи-
нами, пропорційними відстаням від x і y (різниці залишаються без 
змін).  
На практиці більш зручно оперувати меншою кількістю рів-
нянь, тому доцільно застосувати інший варіант: вилучити рівняння 
для контурних і позаконтурних значень φ безпосередньо, виходячи 
з граничних умов [11]. 
Наприклад, припустимо, що на верхньому контурі пластинки 
прикладене рівномірно розподілене навантаження, напрямлене зверху 





qy                                                                       (3.16) 
Інтегруючи рівняння (3.16), отримаємо 
yfxyfqdx 21
2 .     
Але )(1 yf  і )(2 yf на верхньому контурі є постійними, тоді  
21
2 cxcqdx .   
Для стрижневої системи, наприклад, для балки, подвійним 
інтегралом від рівномірно розподіленого навантаження є згиналь-
ний момент із протилежним знаком, тобто 
  
21 cxcM .          
Таким чином, по верхньому краю пластинки значення функ-
ції φ повинно дорівнювати значенням згинального моменту від рі-
вномірно розподіленого навантаження для умовної балки. Додатні 
члени 1c  і 2c  можна брати довільно, при цьому не важливо, яку 
умовну балку обрати – вільно сперту, чи на опорах: відмінність по-
лягає у значеннях довільних сталих 1c  і 2c . Балку також можна 
вважати ригелем рами – тоді матимемо рамну аналогію за конту-
ром пластинки. 
Нагадаймо, що всі значення φ можна змінювати на одну й ту 
саму величину або на величини, пропорційні відстаням від осей. 
Для нижнього краю контуру пластинки значення φ дорівню-
ють моментам із протилежним знаком. Там, де по контуру не прик-
ладені навантаження, функція φ змінюється за законом прямої, або 
є постійною, чи дорівнює нулю. Значення функції φ у кутах плас-
тинки та по краях слід вважати однаковими. 
Окрім самих значень функції φ по верхньому, нижньому та 









xy                                                                         (3.17) 
без урахування об’ємного навантаження. 
Інтегруючи для кожної ділянки вираз (3.17), отримаємо похі-
дні: для верхнього та нижнього країв пластинки 
y
, для бокових 
країв – 
x
. При цьому враховуємо рівність похідних у місцях спо-
лучення ділянок. 
Маючи похідні для певних ділянок контуру, визначаємо по-
законтурні значення φ за формулами (3.7), (3.9). Для верхнього 




ca     ca
x
yД2 .                                     
Для бокового краю пластинки (рис. 3.5, б):  
 
                                       а                                     б 
Рис. 3.5. Схеми для визначення φ зовні контуру: 
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x
xД2 .            
Отже, невідомим значенням функції φ залишається лише 
значення φ у внутрішніх точках сіткової ділянки пластинки. Так, 
для прикладу (див рис. 3.4) замість 60 невідомих маємо тільки 16 і 
відповідно 16 рівнянь. Тобто маємо сумісну систему для знахо-
дження невідомих значень функції φ. 
Після знаходження значень φ у сітковій ділянці пластинки 
знаходимо відповідні значення функцій напружень, деформацій і 
переміщень. 
Використання методу скінченних різниць потребує трудоміс-
ткого обчислювального процесу. Чим більша потрібна точність ви-
значення внутрішніх зусиль і деформацій, тим густішою має бути 
сіткова ділянка розрахункового фрагменту пластинки і відповідно 
тим більшою за розмірами буде система розв’язувальних рівнянь 
рівноваги. 
Переваги методу скінченних різниць на відміну від методів, 
які розглядалися раніше полягають у тому, що його можна викори-
стовувати у будь-яких випадках: для складного контуру з отвора-
ми, вирізами тощо. 
3.4. Приклад розрахунку балки-стінки за методом сіток 
для реальної конструкції стінової панелі 
  
Розглянемо розрахунок балки-стінки за методом сіток для 
реальної конструкції стінової панелі.  
Розрахункову схему конструкції окремої стінової панелі, яку 
з точки зору будівельної механіки називають балкою-стінкою пока-
зано на рис. 3.6. У розрахунках власну вагу балки-стінки не врахо-
вують. Її товщина одинична, тобто в розрахунках її теж не врахо-
вують. Розміри балки-стінки подано на рис. 3.6.  
 
 
Рис. 3.6. Розрахункова схема балки-стінки 
Напруження визначаємо на одиницю довжини або висоти. 
Реакції пілонів припускаємо рівномірно розподіленими по довжині 








































RВ  кН/м. 
Для побудови дискретної моделі розрахункового фрагменту 













х  Початок 
координат – у лівому нижньому куті сітки (рис. 3.7).  
Типи вузлів сіткової ділянки (рис. 3.7): внутрішні, контурні 
та позаконтурні (1–26 з урахуванням симетрії).  
Невідомими є значення функції напружень Ері ),( yx .   
Виконуємо моделювання країв пластинки 1, 2, 3, 4 як зви-
чайних балок на двох опорах. Тоді значення φ на цих краях визна-
чаємо як значення згинальних моментів у балках, тобто використо-
вуємо балкові функції.  
 
Рис. 3.7. Дискретна модель розрахункового фрагменту 
балки-стінки 
Визначення контурних значень ),( yx  для кожної ділянки 
(1, 2, 3, 4), починаючи з верхньої 1. 
Ділянка 1. Моделюємо верхню ділянку краю балки-стінки ві-
льно спертою балкою прогоном 14,6 м на двох опорах – шарнірно-
нерухомій і шарнірно-рухомій (рис. 3.8).  
Визначаємо функцію згинального моменту в балці за розра-
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xq .  
Для точок 5, 6, 7 маємо:  
 
 
Рис. 3.8. Моделювання верхнього краю балки-стінки. 
(балкова епюра згинальних моментів) 





65,365 qM x  кНм; 





3,77 qqM x  кНм; 
Знаходимо похідну за x:  xq
x
3,7 .                                





Другу похідну визначаємо за формулою 




                            
За контуром 1 для цієї задачі 0xy , тому 
                                                .0
2
yx
                                          (3.18) 









оскільки для верхнього краю yf  не залежить від y. 
Величину с1 знайдемо пізніше з умови рівності похідних у 
точці 5 (у куті). 
Ділянка 2. Навантаження немає, тому φ може змінюватися за 
законом прямої (яку можна провести через дві точки), відповідно 
маємо значення 05  і 021 , тобто пряма проходить по самій 
ділянці 2, тому  
021171395 .           




Із рівності похідних у точці стику ділянок 1 і 2 у верхньому 
куті 5 маємо: 
c1= 0.                                                                              






xy .                                                     (3.19) 







             
але у точці 5   q
x
3,7 , тому на ділянці 2: 
.3,7)( 2 qcxf
x
                                
Ділянка 3. Маємо вільно обперту балку на двох опорах (рис 3.9). 
  
 
Рис. 3.9. Моделювання нижнього краю балки-стінки 
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хM                                                 (3.20) 
Рівняння (3.20) не потрібне для визначення функції  на ді-
лянці 3, оскільки довжина ділянки менша, від значення x . Однак 
потрібно визначити похідну на ділянці 3: 
.292,519,94 х
x
             




Отже, у точці 21 похідна 
x
 така сама, що і в точці 5 ділянки 1. 
Так і повинно бути, тому що вони дорівнюють опорним реакціям 
балок зверху і знизу. 





Після інтегрування отримаємо: 






        
Але оскільки на ділянці 2 у точці 21 ,0
y
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З умови на ділянці 4   0
2
yx








У точці стику ділянок 3 і 4 похідні однакові,  тому 
 .04c
y
       
Визначення функції yx,  в позаконтурних точках.  
Ділянка 1. Із формули  ca
y







y      .Д2 11113
y
y   
Ділянка 2. Із формули bd
x
xД2  дістанемо 
;978,432792,2599,9465,32Д2 64
x
x   
;770,692Д2 10108
x
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Ділянки 3 і 4. Із формули bd
x










Для зручності випишемо отримані значення на сітковій діля-




Рис. 3.10. Значення невідомих функцій дискретної моделі балки-
стінки 
Рівняння сумісності в скінченних різницях треба скласти 
тільки для внутрішніх (середніх) вузлів сіткової ділянки, з ураху-
ванням симетрії їх буде шість (для вузлів з невідомими функції на-











у    
Для вузла 10  
14
2








































































Для отримання системи із симетричними коефіцієнтами 
домножимо на 2 рівняння для вузлів 10 , 14  і 18 . Необхідність 
домноження на 2 цих рівнянь зумовлена тим, що з урахуванням 
симетрії не будемо складати такі самі рівняння для правої полови-
ни балки-стінки. Після розкриття дужок і зведення подібних членів 
маємо: 
   ;33,2248272,044,970,141,17 1815141110   
;04,144872,472,064,87,1 1915141110  
;08,65072,044,97,141,1572,044,9 191815141110  
;17,43472,472,064,77,172,472,0 191815141110
;62,8107,14,1772,044,92 1918151410   
.36,35164,87,172,472,0 1918151411                       (3.21) 
Розв’язавши систему рівнянь (3.21), отримаємо: 
  
;04,174;66,295;55,230 141110
.68,113;25,117;01,202 191815  
Розв’язання системи рівнянь виконувалося матричним мето-




Рис. 3.11. Розв’язання рівнянь сумісності деформацій матричним 
методом у програмі Microsoft Excel 
 
Для зручності обчислення напружень у характерних точках 
балки-стінки виносимо обчислені значення функції Ері на окремий 
рисунок (рис. 3.12).  
  
 
Рис. 3.12. Значення функцій Ері дискретної моделі балки-стінки 
 
Визначимо напруження в характерних точках та побудуємо 
епюри (рис. 3.13):  











            34,24 кН/м2; 













У точці 10: 











            35,11 кН/м2; 













У точці 23: 











          559,21  кН/м2; 
  














Рис. 3.13. Епюри напружень x  і y  
 
Запитання та завдання для самоперевірки 
 
1. У чому полягає суть теорії скінченних різниць? 
2. Запишіть рівняння кривої параболи у декартовій плоскій си-
стемі координат. Визначте похідні у центральній точці кривої 
якщо x = 0. 
3. Побудуйте сітку на площині з постійними кроками коорди-
нат x , y  і знайдіть часткові четверті похідні у різницях 
у точці k. 
4. Наведіть рівняння сумісності у скінченних різницях для 
функції напружень у точці k, якщо yx . 
5. У чому полягає суть розв’язання плоскої задачі теорії пруж-
ності за допомогою методу скінченних різниць? 
  
6. Наведіть дискретну модель розрахунку балки-стінки методом 
скінченних різниць. З яких умов визначається кількість 
невідомих систем розв’язувальних рівнянь для побудованої 
дискретної моделі. 
7. Наведіть розрахункову модель конструкції балки-стінки на 
двох опорах з використанням балкових функцій як граничних 
умов. 
8. З яких умов отримують значення функції напружень у кон-
турних і позаконтурних точках дискретної моделі? 
9. Як формується система розв’язувальних рівнянь для дис-
кретної моделі конкретної конструкції балки-стінки з 
урахуванням площини симетрії? 
10. Наведіть якісний характер епюр нормальних напружень у 
дискретному просторі балки-стінки. Як він відрізняється від 





РОЗРАХУНОК ТОНКИХ ПЛАСТИНОК НА ЗГИН  
 
4.1. Теорія розрахунку тонких пластинок  
з використанням гіпотез Кірхгофа–Лява 
Тонкими вважаються плити (пластинки), що мають від-
ношення товщини t до найменшого характерного розміру b у 

















 розраховують за теорією товс-




, – за теорією гнучких пластинок або мембран. 
Тонкі пластинки можна розраховувати за наближеною 
теорією технічного згину пластинок, що ґрунтується на гіпо-
тезах Кірхгофа–Лява [13]:  
1. Гіпотеза прямих незмінних нормалей: елемент нормалі до 
серединної поверхні пластинки залишається нормальним і незмінним 
(за довжиною) до цієї поверхні після деформації. Виконується гіпоте-
за плоских перерізів* плити, як і у балці, тобто зсувів (зсувних дефор-
мацій) у площинах за товщиною не відбувається: 
,0;0 zxzy                                                                     
(4.1) 
як і деформацій уздовж товщини t (рис. 4.1):  
  .0z  
  
            
 
                                   Рис. 4.1. Розрахункова схема пластинки 
 
* за терміном дисципліни «Опор матеріалів». 
2. Гіпотеза про нерозтяг серединної поверхні площини 
пластинки свідчить про те, що відсутні деформації розтягу, стиску і 
зсуву на серединній поверхні, а це означає, що серединна площина 
є нейтральною і тангенціальні переміщення у ній нульові: 
.0;0 00 vu                          
3. Гіпотеза про відсутність тиску між шарами пластин-
ки напруженнями z  можна знехтувати: 
.0z                                    
Пластинка, таким чином, досліджується на поперечне норма-
льне навантаження. Під дією навантаження пластинка прогинаєть-
ся і відбуваються лише вертикальні переміщення W.  Відповідно до 
гіпотези Кірхгофа–Лява прогини W не залежать від координати z:  
),,( yx                        
а точки, що розміщені на одній вертикалі, отримують однако-
ві зміщення. Тобто достатньо визначити прогини серединної 
площини пластинки (як у балці визначити прогини нейтра-
льної осі стрижня).  
На підставі гіпотези Кірхгофа–Лява (4.1) (з рівнянь 


















                                                              
(4.2) 











                                                      
(4.3) 
Із граничних умов, коли z = 0, ,000 vu  а з рівняння 







               





zv .                                                    
(4.4) 
Таким чином, згідно з рівняннями (4.4) складові векто-
ра переміщень точок пластинки у напрямі осей x i y визна-
чаються через функцію прогинів серединної поверхні , і, як 
наслідок, за формулами Коші можна визначити складові 




























4.2. Рівняння Коші та узагальненого закону Гука 
 з урахуванням гіпотез і допущень технічної теорії згину 
  
 
Якщо використати рівняння стану на основі узагальне-










.                                                     (4.6) 
Складемо обидві рівності рівняння (4.6), попередньо 























xyx                                
(4.7) 















                   





















































xy                      
(4.11) 
Дотичні напруження у двох площинах, ортогональних 
до серединної поверхні, за формулами закону Гука і дру-










                                                            
(4.12) 
Цей результат отримано згідно з гіпотезою Кірхгофа–
Лява, але він суперечить умовам рівноваги, тобто в дійсності 
ці дотичні напруження не дорівнюють нулю і їх не можна ви-
значити за формулами (4.12). Щоб знайти вирази для цих 
напружень, розглянемо вихідні рівняння рівноваги. Для 
першого з них, нехтуючи об’ємними силами, маємо:  
.0
zyx
xzxyx                                                         
(4.13) 
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(4.14) 
















xz                                                           
(4.15) 










xzzx                               
(4.16) 
Для визначення довільної функції ),(1 yxf  маємо грани-
чні умови: на верхній і нижній поверхнях пластинки, де не-
має дотичних навантажень, тобто якщо 
2
h
z , то .0zx  Пі-




















yxf                                               
(4.17) 









zx                                      
(4.18) 
  









yz                                       
(4.19) 
Рівняннями (4.18), (4.19) доповнюємо рівняння (4.9), 







































yz   
Напруження чистого згину x , y  і yxxy  розподіля-
ються, перетворюючись в нуль у точках серединної площини 
пластинки, а напруження yz  i zx  розподіляються за парабо-
лою, досягаючи у точках серединної площини максимального 
значення. 
4.3.  Диференціальне рівняння рівноваги тонкої пластин-
ки від дії поперечного навантаження. 
У перерізах, ортогональних серединній площині плас-
тинки вздовж x i y, виникають напруження, показані на рис. 
4.2. 
  
Якщо ці напруження проінтегрувати за товщиною плас-
тинки за z, то отримаємо внутрішні зусилля у перерізах, орто-
гональних серединній площині. Ці внутрішні зусилля дають 
складові погонних згинальних моментів Мx, Мy, Mxy  та попе-
речних  зусиль Qx і Qy.  





























































D  – циліндрична жорсткість. 
Циліндрична жорсткість пластинки є її фізичною і гео-








DM y                      




х)1(  – крутні моменти. 




















dzQ        
Після інтегрування отримуємо: 
.2
x




DQy             
Таким чином, у перерізах пластинки, перпендикулярних 
до її серединної площини, під дією поперечного навантажен-
ня виникають такі погонні зусилля: 


















                                             (4.22) 











                                                          (4.23) 




х)1( .                                                       (4.24) 
Напрями додатних значень знайдених внутрішніх зусиль по-
казані на рис. 4.3, при цьому додатні значення зусиль збігаються з 
напрямами дії відповідних додатних складових напружень, а також 
з правилами визначення знака внутрішніх зусиль в опорі матеріалів 
(рис. 4.4). 
Запишемо диференціальні рівняння рівноваги відносно сере-
динної площини пластинки, що згинається під дією зусиль. Для 
цього вирізаємо із серединної площини пластинки нескінченно ма-
лий елемент розмірами dx, dy та знаходимо всі діючі на нього зу-




Рис. 4.3. Схема елемента пластинки із зображенням напрямів дії 





Рис. 4.4. Правила визначення знака внутрішніх зусиль 
 
 
Рис. 4.5. Схема діючих зусиль та навантажень на елемент серединної 
поверхні пластинки: ),( yxq – зовнішнє поперечне навантаження;  
),( yxp  – реакція пружної основи 
Спроектуємо всі сили на вісь z і моменти відносно осей x, 
























                                      (4.25) 
  
Із системи рівнянь (4.25) виключаємо поперечні сили. Для 
цього диференціюємо друге і третє рівняння системи відповідно 
за x та y, складаємо їх і замість отриманої правої частини підс-












M yx                    (4.26) 
Підставляємо у вираз (4.26) значення xM , yM  і Н, відпо-














),(),( yxpyxq .                                                             (4.27) 










D                     
або        
          .0),(),(4 yxpyxqD                                              
(4.28) 
Рівняння (4.28) є диференціальним рівнянням зігнутої 
серединної поверхні пластинки і має назву рівняння Софі Же-
рмен. 
Під час інтегрування рівняння (4.28), виникнуть дові-
льні сталі інтегрування, які визначають з умов на контурі 
пластинки, що залежать від характеру закріплення її країв.  
 
 
4.4. Методика розв’язання задач на згин тонких        
пластинок. Умови на контурі 
Визначимо загальний порядок розв’язання задачі на по-
перечний згин тонких пластинок. Розрахунок тонкої пластин-
  
ки слід починати з пошуку такої функції прогину , яка б за-
довольняла основне диференціальне рівняння Софі Жермен 
та умови на контурі. Пошук цієї функції здійснюється шля-
хом її поступового підбору і перевірки на відповідні умови на 
контурі та диференціальному рівнянні рівноваги. Якщо для 
конкретного випадку буде знайдена функція прогинів , то 
далі знаходимо згинальні та крутні моменти у будь-якому пе-
рерізі пластинки за відповідними координатами x і y.  
Поперечні сили можна визначити, використовуючи рів-
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DQy                                                      
(4.29) 

















DM x                                                   
(4.31) 
  
визначивши множник у дужках з рівняння (4.31) і підставив-














,                
(4.32) 




Вираз (4.32) свідчить, що напруження x  у тонких пла-
стинках визначаються за згинальними моментами так само, 










а для екстремальних значень у верхньому і нижньому волок-











x                                 
де W – момент опору розрахункового перерізу пластинки. 
Відповідно для горизонтальних дотичних напружень у 










xy                                      
Для вертикальних дотичних напружень, а також таких, 
що дорівнюють їм, дотичних напружень у горизонтальних 
площинах (закон парності дотичних напружень) теж застосо-








xy                                      
де S – статичний момент у точці для відсіченої площі одини-












Тоді максимальні вертикальні дотичні напруження в ор-
тогональних перерізах пластинки на нейтральній площині ви-

















yz                     
Умови на контурі, які використовуються для визначення 
сталих інтегрування, залежать від характеру закріплення кра-
їв пластинки. На краях пластинки можуть бути задані проги-
ни і кути повороту серединної площини, згинальні і крутні 
моменти, поперечні сили. Умови, за яких на контурі задають-
ся узагальнені переміщення, тобто прогини, або кути поворо-
ту серединної площини, називаються геометричними гранич-
ними умовами. Якщо на контурі задані узагальнені зусилля, 
тобто згинальні або крутні моменти та поперечні сили, то такі 
умови називаються статичними. Якщо на контурі одночасно 
задані і переміщення, і зусилля, то такі умови вважаються 
змішаними. На кожному краю треба задавати три граничні 
умови. Таким чином маємо: 1) геометричні граничні умови; 
2) статичні граничні умови; 3) мішані граничні умови. 
Розглянемо деякі граничні умови на прикладі прямоку-
тної пластинки (рис. 4.6): 
1. Закріплений край – ОА (геометричні умови): 
   .0;00
y
W




Рис. 4.6. Розрахункова схема прямокутної пластинки 
 






                                                   







 повністю геометричні умови).          
3. Вільний край СВ (статичні умови) 
.0;0;0 HQMby yy                                   
На вільному краю СВ замість двох граничних умов виника-
ють три умови. Ця суперечність зумовлена з тим, що задача 
розв’язується наближено і задовольнити всі граничні умови немо-
жливо. Але її можна уникнути, якщо об’єднати дві останні умови 
( 0,0 HQy ), тобто крутний момент і поперечну силу на кон-
турі пластинки можна замінити однією силою, яка буде їм статично 
еквівалентною.  
Розглянемо крутний момент інтенсивністю Н (погонний), 
який розподілений уздовж грані СВ, паралельній осі x (рис. 4.7, а). 
На проміжку dx діє крутний момент, що дорівнює величині Hdx, 
який можна подати у вигляді пари протилежно напрямлених сил Н 
  
з плечем dx (рис. 4.7, б). На сусідньому елементі dx крутний мо-




HdxdHH                                     
Крутний момент також можна подати у вигляді пари верти-
кальних протилежно напрямлених сил величиною dx
x
H
H  з 
плечем dx. Таку заміну крутних моментів вертикальними силами 
можна виконати на довжині всієї ділянки грані СВ. На межі кожно-
го нескінченно малого елемента dx, за винятком крайніх точок С і 




. Таким чином, уздовж грані СВ буде діяти розподі-
лене по довжині навантаження інтенсивністю 
x
H
 (рис. 4.7, в). У точ-
ках С і В будуть виникати зосередженні сили НС  і НВ.  
Остаточно отримане вертикальне навантаження можна 
об’єднати з поперечною силою yQ  і вважати, що на грані СВ діє 




QQ yy                                                                                                      
(4.33) 
Аналогічно вздовж граней контуру пластинки, парале-









QQ xx                                                                                                       (4.34) 
Похідні крутних моментів за x і y знайдемо відповідно 
















                                                         
(4.35) 
Підставляючи у формули (4.33), (4.34) значення попере-

















DQy                                                            
Таким чином, на кожній грані пластинки замість трьох 
зусиль – згинального моменту, крутного моменту і попереч-
них сил – можна розглядати тільки два зусилля: згинальний 
момент та зведену поперечну силу. Додатні напрями цих зве-
дених поперечних сил на всіх гранях прямокутної пластинки 
та зосереджені сили, що виникають у кутах пластинки, показа-
ні на рис. 4.8.  
У результаті такої заміни зусиль на вільному від закріп-
лення краю пластинки СВ замість трьох умов  
0;0;0 HQM yy   
можна вимагати виконання лише двох: 
  
;0yM  і .0
зв
yQ                                                              
(4.36) 
Зазвичай, граничні умови задовольняються наближено, але за 
принципом Сен-Венана така заміна поперечної сили і крутного 
моменту статично еквівалентною зведеною поперечною силою зу-
мовлює лише місцеві напруження поблизу розглянутого краю пла-
стинки. Якщо умови (4.36) виразити через функцію прогину 













                                         
 
 
Рис. 4.8. Схема елемента пластинки із зображенням зведених пере-
різувальних та зосереджених сил  
 
4.5. Приклад аналітичного розрахунку еліптичної 
тонкої пластинки на поперечний згин 
 
Розглянемо приклад еліптичної тонкої пластинки, закріпле-
ної по контуру та завантаженої по всій площині рівномірно розпо-
діленим навантаженням q (рис. 4.9).  
Розв’язок диференціального рівняння (4.28) без урахування 
пружної основи для такої пластинки може бути отриманий у за-
мкненому (аналітичному) вигляді. Для розв’язання задачі застосо-
  
вуємо зворотний метод, тобто обираємо за основу вид функції про-
гинів yx,  і визначаємо, чи задовольняє вона диференціальне рі-
вняння (4.28), навантаження і граничні умови. 
 
 
Рис. 4.9. Епюри згинальних моментів та поперечних сил для еліп-
тичної пластинки 
 
Рівняння контуру еліптичної пластинки (рис. 4.9) відповідає 










                                                          











cyx                                                     (4.37) 
  
де  с – сталий коефіцієнт є невідомою величиною в рівнянні 
(4.37).  
























































































                                                      











c                                  
Оскільки с – стала величина, то і q має бути сталою. Із 
цього випливає, що функція (4.37) є розв’язком диференціа-
льного рівняння (4.28) при поперечному навантаженні q, рів-
номірно розподіленому по поверхні пластинки. 
До виразу ),( yx  входить рівняння еліпса, тому для 
















yx .                     
  
Крім того, завдяки закріпленню по контуру пластинки, 



































До рівняння (4.39) також входять рівняння еліпса, тому 




 Таким чином, і прогини, і 
кути повороту серединної площини на контурі пластинки до-
рівнюють нулю. Це свідчить про те, що функцію задано пра-
вильно і отримано точний розв’язок. Прогин у центрі пласти-
нки дорівнює значенню с. 
Якщо x = 0 і y = 0, тобто на осях симетрії, крутний мо-
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M x                                   
(4.69) 
Якщо пластинка кругла, то маємо окремий випадок елі-
птичної пластинки:  






                                    





M x            
 
4.6. Основні рівняння згину круглої тонкої пластин-
ки 
Для розв’язання задачі на згин круглої пластинки всі рі-
вняння згину пластинки, отримані у декартовій системі, не-
обхідно перетворити в полярну систему координат (рис. 
4.10). 
Якщо у декартовій системі координат функція прогину і 




Рис. 4.10. Схема перетворення з декартової у полярну систему координат 
мають вигляд yx, , yxq , , yxp , , то у полярній системі 
координат вони набудуть вигляду ,r , ,rq , ,rP .  
Рівняння згину серединної площини пластинки у поляр-

























         































QQ                                          
Для круглої пластинки в осесиметричній задачі, коли 
навантаження та граничні умови не залежать від полярного 
кута , функція прогинів буде залежати від однієї координа-
ти r: 
r ,  rqq ,  rpp . 
При цьому, бігармонічне рівняння Софі Жермен спро-
щується і визначається звичайними диференціальними рів-





























































DQr                                       
;0Q   ;зв rr QQ   .











.                                                       
(4.40) 
Із рівнянь рівноваги за відсутності об’ємних сил зали-
шається одне рівняння:  
.0
rdr
d rr                                                                
(4.41) 
Підставляючи рівняння (4.41) у вираз (4.40), дістаємо 






.                                                           
(4.42) 
Диференціальне рівняння (4.42) зі змінними коефіцієн-
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(4.43) 





























                          (4.44)  






                                                                           
(4.45) 
Розв’язок диференціального рівняння (4.45) відомий: 
tt BeAe ,            
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Із формул закону Гука отримаємо систему рівнянь: 
















                   














Запитання та завдання для самоперевірки 
 
1. Які пластинки вважаються тонкими? У чому полягає набли-
жена теорія технічного згину пластинки? 
2. Наведіть складові гіпотези Кіргофа–Лява. Які функції пере-
міщень матеріальної точки пластинки незалежні? 
3. Наведіть рівняння деформації Коші з урахуванням гіпотези 
Кірхгофа–Лява для тонкої пластинки. 
4. Наведіть рівняння узагальненого закону Гука з урахуванням 
гіпотези Кірхгофа–Лява для тонкої пластинки. 
5. Наведіть схему дії внутрішніх і зовнішніх сил елементарної 
площини на середній поверхні пластинки і виведіть дифере-
нціальні рівняння рівноваги. 
6. Виведіть диференціальне рівняння Софі Жермен із диферен-
ціальних рівнянь рівноваги діючих зовнішніх і внутрішніх 
сил у елементарному околі пластинки. 
7. Які умови використовуються на контурі для визначення ста-
лих інтегрування для розв’язання диференціального рівняння 
Софі Жермен? 
8. Що таке зведена поперечна сила і для чого вона використо-
вується? 
9. У чому полягає розв’язок Нав’є для задачі згину прямокутної 
пластинки? 
10. Наведіть диференціальне рівняння прогинів нескінченної 





РОЗРАХУНОК СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧУВАНИХ РАМ 
МЕТОДОМ СИЛ 
 
5.1. Cтатично невизначувані системи. Основи теорії 
розрахунку методом сил 
 
Статично невизначуваною механічною системою нази-
вають таку систему, яка має зайві в’язі і тому не може бути 
розрахована з використанням лише умов рівноваги статики, 
виходячи із системи рівнянь теоретичної механіки.  
Система рівнянь вільної механічної моделі з точки зору 
теоретичної механіки: «геометрично незмінна механічна сис-
тема буде у рівновазі під дією зовнішніх сил за умови, що го-
ловний вектор і головний момент дорівнюють нулю». За зайві 
в’язі припускають ті в’язі, якими можна знехтувати для отри-
мання статично визначуваної і геометрично незмінної систе-
ми. Кількість зайвих в’язів, якими можна знехтувати для пе-
ретворення її в основну систему – статично визначувану та 
геометрично незмінну – називають ступенем статичної не-
визначеності. Ступінь невизначуваності можна підрахувати 
за формулою 
ш,к3cn ,                                                                          
(5.1) 
де к – кількість замкнених контурів; ш – кількість простих 
шарнірів. 
За видом статичної невизначуваності розрізняють меха-
нічні системи [14; 15; 16]: зовнішньо статично невизначувані і 
внутрішньо статично невизначувані. 
Зовнішньо статично невизначуваною системою нази-
вають таку систему, яка має тільки зовнішні зайві в’язі, тобто 
зайві в’язі в опорних елементах. Наприклад, трипрогонова 
рама, показана на рис. 5.1, є п’ять разів статично невизначу-
ваною ( 5433cn ).  
  
Внутрішньо статично невизначуваною системою для 
плоских рам називають систему, що має зайві в’язі, які введе-
ні для взаємного з’єднання окремих частин (елементів) сис-
теми. Наприклад, двохопорна рама з підвищеною затяжкою 
(рис. 5.2), є зовнішньо статично визначуваною, але внутріш-
ньо один раз статично невизначуваною. Рама, що показана на 
рис. 5.3 є зовнішньо статично визначуваною, але внутрішньо 
є дев’ять разів статично невизначуваною.  
Статично невизначувані системи мають такі властивос-
ті:  
1) більш жорсткі;  
2) більш економічні. Тобто в статично невизначуваних си-
стемах із великою кількістю елементів за однакових наванта-
жень (порівняно з подібними статично визначуваними систе-
мами) діють менші внутрішні зусилля; 
 
                                      
                    
         Рис. 5.2. Основна система                        Рис. 5.3. Основна система  
Рис. 5.1. Трипрогонова рама 
  
               двохопорної рами з                                     двохопорної рами з 
            підвищеною затяжкою                                     трьома затяжками 
 
3) порушення зайвих в’язей не призводить до раптової геоме-
трично змінної системи, отже, не спричиняє фізичного руйнування 
всієї системи;  
4) внутрішні зусилля залежать від жорсткості елементів (тобто 
розподіляються залежно від форми, структури та жорсткості еле-
ментів механічної системи – будівлі або споруди). Зміна розмірів і 
форми перерізів елементів статично невизначуваної системи приз-
водить до зміни зусиль у в’язях та перерозподілу внутрішніх зу-
силь у всій системі; 
5) усадка опор або зміна температури призводять до додатко-
вої деформації та внутрішніх зусиль. 
Методи розрахунку статично невизначуваних систем: 
1) за характером основних невідомих; 
2) за ступенем точності; 
3) за ділянками роботи матеріалу елементів механічної системи; 
4) за особливістю розрахункових операцій. 
1. За характером основних невідомих маємо: 
- метод сил; 
- метод переміщень (деформацій); 
- змішаний метод. 
Для розрахунків за методом сил основними невідомими 
є зусилля в зайвих (відкинутих) в’язях.  
Для розрахунків за методом переміщень невідомими є 
переміщення, зумовлені деформаціями системи, значення 
яких достатні для визначення всіх зусиль. 
У разі використання змішаного методу за невідомі ви-
бирають частково сили, частково переміщення. 
2. За ступенем точності розрізняють: 
- точні методи; 
- наближені методи. 
Точні методи розрахунку ґрунтуються на загальних ос-
новних положеннях, які прийняті для розрахунків досить жо-
рстких споруд. До таких методів належать методи у лінійних 
  
системах, у яких використовуються: узагальнений закон Гука, 
розрахунки за недефор-мованою схемою, принцип суперпози-
ції – складання дії сил та ін. 
Наближені методи: крім загальних допущень і гіпотез 
використовуються додаткові допущення про відсутність від-
хилень від результатів точних методів . 
3. За ділянками роботи матеріалів розрізняють розраху-
нок конструкцій і споруд у пружній стадії і за граничними 
станами. 
4. За особливістю розрахункових операцій: 
- аналітичні та напіваналітичні; 
- числові методи; 
- експериментальні методи. 
Основною системою називають систему, взяту за осно-
ву розрахунку заданої статично невизначуваної конструкції. 
Основну систему отримуємо із заданої (статично невизначу-
ваної) після відкидання зайвих в’язів і заміни їх відповідними 
зовнішніми зусиллями. За основною системою установлю-
ються переміщення і внутрішні зусилля, за якими знаходять 
зайві невідомі, застосовуючи рівняння деформацій і перемі-
щень, а також визначаються остаточні зусилля для заданої 
системи. 
Розглянемо методи сил для плоских рам. Порядок роз-
рахунку рами методами сил [15; 16; 17]: 
1. Перехід від заданої статично невизначуваної системи до ос-
новної – статично визначуваної, але адекватної заданій. Основна 
система повинна бути геометрично незмінною системою і утворю-
ватися шляхом відкидання зайвих в’язів. 
2. Уведення замість відкинутих зайвих в’язів відповідних їм 
невідомих сил x1 , x2  і т. д. 
3. Складання рівнянь деформацій, що визначають умови рів-
ності нулю переміщень за направленням кожної зайвої в’язі. 
4. Визначення всіх коефіцієнтів за невідомих і вільних членів 
рівнянь деформації, розв’язання системи цих рівнянь і пошук зай-
вих невідомих та побудова епюр M, Q i N для заданої рами. 
  
Рівняння деформацій, що записані у певній прийнятній 
формі, називаються канонічними рівняннями методу сил. 
Розглянемо цей алгоритм на прикладі двічі статично не-
визначуваної рами (рис. 5.4), nc = 3∙1 – 1 = 2. 
Для розглядуваного прикладу можна скласти декілька 
варіантів основних систем: наводимо три варіанти ОС1, ОС2 і 
ОС3. Доцільно вибирати той, який має однорідні невідомі за-
мість відкинутих в’язів: тільки сили або тільки згинальні 
моменти.  
 
5.2. Система розв’язувальних рівнянь і обчислення 
коефіцієнтів системи канонічних рівнянь 
 
Вибираємо основну систему ОС2, тоді маємо умови 








                                                      
 
 
                  Рис. 5.4. Основні системи рами одержані відкиданням тих чи 
інших зайвих в’язей 
 
  
У явній формі через зайві невідомі x1, x2 застосовуємо 
принцип суперпозиції як для лінійної системи: переміщення, 
викликане системою сил x1, x2, q, подаємо у вигляді суми пе-
реміщень, що зумовлені силами x1, x2, q. Для лінійно дефор-








                                                    
(5.2) 
Для скорочення форми запису (5.2) знехтуємо в індек-







       
Покажемо графічно переміщення від дії окремих сил x1, 
x2, q (рис. 5.5) в основній системі: для лінійно деформованої 
системи переміщення ,,,, 22211211  що зумовлені силами x1, 
x2 за законом Гука, пропорційні силам x1, x2:  
;Д;Д 2121211111 xx  
,Д;Д 2222212121 xx                                                   





Рис. 5.5. Cхеми переміщення рами від дії окремих сил x1, x2, q 
 
12  – переміщення, за напрямом 1x  від дії одиничної сили 
12x ; 21  – переміщення, за напрямом 2x  від дії одиничної 
сили 11x ; 22  – переміщення, за напрямом 2x  від дії одини-
чної сили 12x . Тоді остаточно з умов (5.2) маємо канонічні 









                                                      
(5.3) 
Визначаємо коефіцієнти рівнянь (5.3), використовуючи 
формули Максвелла–Мора для звичайних рам, тобто утриму-



















,                                                     
(5.4) 
де ji MM ,  – функції згинального моменту в будь-якому пере-
різі стрижня рами основної системи від дії сил 1ix , 1jx ; S 
– довжина стрижня рами; k – кількість стрижнів. 















.                
Відшукавши функції згинальних моментів 21,MM і pM , 
обчислюємо переміщення за формулами Максвелла–Мора, 
розв’язуємо рівняння і визначаємо зайві невідомі 1x  і 2x .  
Будуємо одиничні епюри (рис. 5.6).  
 
 
             1M                                                         2M  
  
 
                                                  pM  
Рис. 5.6. Епюри 1M , 2M  від дії одиничних основних невідомих сил x1, x2 
та епюра pM  від дії зовнішнього навантаження q 
Перемноживши одиничні епюри на їх значення після 
розв’язання рівнянь (5.3), будуємо епюри для 1x  і 2x , підсу-
мовуємо їх між собою, а потім з епюром pM . Таким чином, 
отримуємо епюри згинальних моментів для статично неви-
значуваної системи (рис. 5.7).  
Властивості коефіцієнтів канонічної системи методу 
сил: 
1. Якщо записати систему канонічних рівнянь методу сил у 















2. Ліва частина системи рівнянь називається матрицею 
піддатливості, коефіцієнти якої визначаються переміщеннями 
від одиничних сил зайвих невідомих: 11 , 22  – головні коефі-
цієнти (переміщення), а 2112,  – побічні коефіцієнти (пере-
міщення). Матриця є симетричною, оскільки 1221 . За тео-
ремою про взаємність роботи сил заданої механічної системи 
[14]: «робота сил заданої системи на переміщення іншої сис-
  
теми сил дорівнює роботі сил другої системи на переміщення 
першої». 
3. Переміщення від одиничних сил з однаковими індек-
сами завжди додатні 11 , 022 , виходячи з підінтегральних 
виразів формул Максвелла–Мора (квадрати згинальних мо-
ментів ,ji MM  
 
 
                       M1x1+M2x2                                                    Mp+M1x1+M2x2 
 
Рис. 5.7. Сумарні епюри згинальних моментів  


































x                      (5.6) 
Визначення коефіцієнтів канонічних рівнянь за правилами пе-
ремноження епюр. Правило Верещагіна: якщо хоча б одна епюра є 
прямолінійною, то інтеграли (5.4) основної системи дорівнюють 
  
добутку площі однієї епюри на ординату другої. Ордината береться 











.                     
Необхідно звернути увагу на таке: 
- принаймні одна з епюр, які перемножуються за правилом 
Верещагіна, має бути прямолінійною; 
- ординату уj потрібно брати на прямолінійній епюрі. 
Правило Корноухова–Сімпсона – окремий випадок відомої з 
математичного аналізу формули Сімпсона для обчислення визна-
чених інтегралів, коли інтервал інтегрування розкладається на дві 













Використовуючи формулу Корноухова – Сімпсона, необхід-
но, щоб обидві епюри, що перемножуються, не мали зламів, розри-
вів і точок перегину. В іншому разі інтервал інтегрування треба ро-
зкласти на окремі підінтервали. 
 
 
5.3. Визначення дійсних внутрішніх зусиль у статично не-
визначуваних системах 
 
Остаточно епюра згинальних моментів для статично неви-
значуваної рами визначається за формулою 
2211 xMxMMM p .                                 
  
Тобто для її отримання треба домножити ординати одинич-
них епюр згинальних моментів на знайдені значення невідо-
мих сил 1x  i 2x , підсумувати ці добутки та додати до них епю-
ру .pM  Ці операції можна виконувати або аналітично, або 
графічно [15] (див. рис. 5.7). 
Епюри поперечних сил у перерізах статично невизначу-
ваної рами можна побудувати двома способами: 
1) підсумуванням основних епюр (побудованих в основній си-
стемі) за формулою 
2211 xQxQQQ p ,                                                         (5. 7) 
де pQQQ ,, 21  – епюри поперечних сил, що відповідають епю-
рам одиничних та вантажного моментів основної системи (рис. 
5.9);  
2) аналітично за диференціюванням епюри дійсних згинальних 
моментів (див. рис. 5.7). 
Епюру дійсних поперечних сил Q розглянутої статично-
невизначуваної рами з використанням рівняння (5.7) показано на 
рис. 5.11. 
Поздовжні (нормальні до перерізів) сили за аналогією з рів-
нянням (5.7) можна визначити за формулою 
2211 xNxNNN p ,                                          
де pNNN ,, 21  – епюри поздовжніх сил отримані з використанням 





              Q1                             Q2                                           Qp 
 
Рис. 5.9. Епюри поперечних сил, що відповідають епюрам одини-
чних та вантажного моментів основної системи 
 
зовнішнього навантаження. За значеннями реакцій в основній сис-
темі побудуємо одиничні епюри 21, NN  та епюру pN  (рис. 5.10). По-
множимо одиничні епюри на 21 , xx  та складемо з епюрою pN . Ос-




Рис. 5.10. Епюри поздовжніх одиничних сил та сил зовнішнього наванта-
ження  
   
 
 
Рис. 5.11. Епюри дійсних поперечних і поздовжніх внутрішніх зусиль 
 
5.4. Статична та кінематична перевірки розрахунку 
 
Статична перевірка розрахунку рами виконується вирізанням 
її окремих частин. 
Для перевірки достовірності отриманих умов рівноваги зу-
силь у розглянутій статично невизначуваній рамі вирізаємо вузол С 
(стику ригеля та стояка), на який наносимо у вигляді стрілок згина-
льні моменти, що відображають дію відкинутих частин рами на за-
лишену. Стрілки розміщуємо так, щоб розтягнуті волокна кожного 
стрижня з’являлися з належного боку відповідно до епюри згина-
льних моментів (див. рис. 5.7). Із рис 5.12 видно, що алгебраична су-
ма моментів дорівнює нулю. Аналогічно перевіряємо алгебраичні 
суми вертикальних та горизонтальних реакцій у вузлі С (на схемі рі-
вновага забезпечена з точністю до закону).  
  
 
Рис. 5.12. Схема вузла стику ригеля та стояка для перевірки рівно-
ваги зусиль 
 
Необхідно також виконати кінематичну перевірку, яка дає 
змогу переконатись у тому, що деформації і переміщення механіч-
ної системи задовольняють умови опорних закріплень та нерозрив-
ності контуру. Задану статично невизначувану раму розглядаємо як 
основну статично невизначувану систему, яка завантажена зовніш-
нім навантаженням та залишковими невідомими реакціями у від-
кинутих в’язях. Переміщення за напрямленням цих в’язів повинно 





















                               (5.8) 
де 21,MM  – епюри згинальних моментів в одиничних станах; pM  
– епюра згинальних моментів у стані зовнішніх впливів. 
Після обчисленні інтегралів (5.8) різниця між сумою додат-
них та від’ємних значень повинна становити величину в межах 0,05 
– 0,1%. Така точність є цілком достатньою. 
 
5.5. Приклад розрахунку статично невизначуваної 
рами за методом сил 
 
Особливості методу сил для розрахунку плоских стати-
чно невизначуваних рам найбільш зручно виявити на прикла-
ді триконтурної стрижневої системи, розрахункову систему 
якої показано на рис 5.13, а. 
Визначаємо передусім ступінь статичної невизначува-
ності за формулою (5.1): 
,3633шк3cn  
тобто маємо тричі статично невизначувану раму, задана рама 
має три зайві в’язі.  
  
 
                                     а                                                          б 
Рис. 5.13. Схема статично невизначуваної рами: 
 а – розрахункова система б – основна система 
 
Будуємо основну систему (рис. 5.13, б), забезпечуючи 
умови її геометричної незмінності та однорідності невідомих 
силових факторів.  
Для отримання основної системи у вузлах С і В відкидаємо 
три зайві в’язі і замінюємо їх відповідними зовнішніми зусиллями. 
Далі виконуємо розрахунки в основній статично визначуваній сис-
темі, що є адекватною заданій розрахунковій системі (рис. 5.13, а). 
Маючи три невідомі силові змінні 321 ,, xxx  з умов адек-
ватності деформацій основної і заданої систем (рівності нулю 
переміщень за напрямленням відкинутих в’язів), складаємо 
рівняння деформацій, що визначають умови рівності нулю 
переміщень за напрямом кожної зайвої в’язі x1, x2, x3: 










                                                    
(5.9) 















Будуємо одиничні епюри в основній системі (рис. 5 14). 
Складаємо комбіновану систему рівноваги методу сил (для 















Остаточно маємо систему з трьох алгебраичних рівнянь 
з трьома невідомими .,, 321 XXX   
Для визначення коефіцієнтів 3,2,1,, jiij  (з урахуван-
ням симетрії) і вільних членів (5.9) 3,2,1,iip  будуємо епюри 
згинальних моментів в основній системі від одиничних сил 
,11XM i ,12X 13X  та зовнішнього навантаження ,pM  
які показано на рис. 5.14 (у тому числі і сумарна епюра 
321 MMM ). 
Записуємо систему канонічних рівнянь методу сил у ма-


















.                                       
(5.9) 
Обчислюємо коефіцієнти матриці піддатливості за неві-
домих системи рівнянь (5.9) за правилами перемноження 


















































                               1M                                                             2M  
 
                                 3M                                                321 MMM  
  
 
                                                                                                      Мр 
 
Рис. 5.14. Епюри внутрішніх зусиль в основній системі від дії окремих 


















Виконуємо послідовно всі перевірки. 
Перевірки обчислення коефіцієнтів ,,, 131211 332322 ,,  
(головна перевірка на етапі формування системи рівнянь). 
Перемножуємо саму на себе епюру 321 MMM . Результат 
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Перевірка обчислення коефіцієнтів, вільних членів сис-
теми (5.9): добуток сумарної епюри )( 321 MMM  і епюри 























     
Перевірка на рівні обчислення коефіцієнтів системи 
(5.9) достовірна. 
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Остаточно маємо значення невідомих: 
х1 = 3,651 кН;  х2  = 4,372 кН;  x3 = -7,742 кН∙м.               
(5.10) 
Перемножуємо одиничні епюри 11xM , 22xM , 33xM  (рис. 
5.15) на значення невідомих (5.10). Потім складаємо їх разом 
з епюрою Мр основної системи (рис. 5.16). Підсумовуємо 
епюри:  М1х1+М2х2 +М3х3 +Мр та отримуємо епюру М для ви-
хідної статично невизначуваної рами (рис. 5.17). Аналітичним 
способом, тобто диференціальними залежностями Q від М, 
будуємо епюру Q (рис. 5.18). 
Виконуємо кінематичну перевірку. Перемножуємо епюру 
дійсних згинальних моментів (див. рис. 5.18) на будь-яку одиничну 














                           11XM                                                               22 XM  
 
                           33 XM  
Рис. 5.15. Епюри згинальних моментів в основній системі від дії одинич-
них сил  
 
11XM + 22 XM + 33 XM  
 
  























Визначивши опорні реакції в статично невизначеній рамі, бу-





Рис. 5.20. Епюра дійсних поздовжніх внутрішніх зусиль N 
 
Виконуємо статичні перевірки вузлів К і Т. 
Вузол К: 
;03682024;0КM    














Запитання та завдання для самоперевірки 
1. Що означає побудувати основну систему розрахункової схе-
ми статично невизначуваної рами за методом сил? 
2. У чому полягає суть розрахунку статично невизначуваних 
плоских рам методом сил? 
  
3. Наведіть порядок розрахунку плоских рам методом сил. По-
будуйте формально систему канонічних рівнянь рівноваги 
плоскої статично невизначуваної рами за методом сил. 
4. Наведіть порядок визначтення коефіцієнтів і вільних членів 
системи канонічних рівнянь методу сил. 
5. За яких умов використовується правило Верещагіна. 
6. Які умови містить рівняння методу сил? Наведіть правило 
Корноухова–Сімпсона. 
7. Назвіть основні властивості системи канонічних рівнянь ме-
тоду сил. 
8. Розкрийте систему канонічних рівнянь методу сил у матрич-
но-векторному вигляді. Що визначають коефіцієнти матриці 
системи рівнянь методу сил? 
9. У чому полягає кінематична перевірка обчислення коефіцієн-
тів системи канонічних рівнянь методу сил? 
10. Сформулюйте теореми Кастільяно і Менабреа. 
 
  
РОЗДІЛ 6  
 
РОЗРАХУНОК ПЛОСКИХ СТРИЖНЕВИХ СИСТЕМ 
МЕТОДОМ ПЕРЕМІЩЕНЬ 
 
6.1 Припущення методу переміщень для розрахунку плос-
ких рам 
Метод переміщень розроблений і впроваджений у прак-
тику пізніше, ніж метод сил. Цей метод набув поширення за-
вдяки простоті та меншій трудомісткості обчислень для знач-
ної кількості досліджуваних об’єктів. Метод переміщень на 
відмінну від методу сил передбачає першочергове обчислен-
ня певного набору переміщень, знання яких дозволяє визначи-
ти зусилля та переміщення в інших перерізах конструкції. Це 
стає можливим завдяки тому, що напружено-деформований 
стан (НДС) стрижневого однозв’язного елемента цілком визна-
чається прикладеним до нього навантаженням і переміщен-
нями перерізів, у яких цей елемент приєднується до інших 
частин споруди. Але для статично невизначуваних елементів 
означену залежність необхідно визначати заздалегідь.  
Очевидно найпростіше визначити таку залежність для 
елементів, якими є прямолінійні стрижні. Для таких стрижнів 
за будь-яких закріплень на кінцях зусилля і поперечні пе-
реміщення в усіх перерізах визначаються кутами повороту та 
відносними лінійними переміщеннями їх кінців і зовнішніми 
навантаженнями на стрижні. 
Тому в методі переміщень як основний елемент обира-
ють саме прямолінійний стрижень постійної жорсткості. Та-
кий підхід наближує метод переміщень до МСЕ щодо пе-
реміщень для стержневих систем. Але введення до методу пе-
реміщень спрощених переміщень значно зменшує кількість 
основних невідомих, що дає змогу застосовувати його для 
«ручного» розрахунку на відміну від МСЕ, який призначений 
лише для комп’ютерного розрахунку. 
  
Існують дві форми реалізації методу переміщень – ка-
нонічна та розгорнута [15]. Розглянемо канонічну форму ме-
тоду переміщень. 
Припущення методу переміщень. Метод переміщень для 
рамних конструкцій ґрунтується на таких спрощених припу-
щеннях, від яких залежить кількість основних невідомих ме-
тоду. 
1. Кути між стрижнями, які сходяться у жорсткі вузли, не 
змінюються після деформації споруди. Це означає, що під час де-
формування всі кінці стрижнів, які з’єднані між собою припайками, 
повертаються на однаковий кут. 
2. Для згинних стрижнів деформаціями від поздовжніх і попе-
речних сил можна знехтувати. 
3. Зближення кінців стрижня після його згину не береться до 
уваги. 
4. Довжини проекції стрижня на його початковий напрям до і 
після деформації залишаються незмінними. 
5. Тангенси і синуси кутів нахилу стрижнів, що виникають у 
наслідок деформацій системи через їх мале значення дорівнюють 
самим кутам.  
Ці припущення ґрунтуються на 
тому, що в реальних стрижневих си-
стемах переміщення від пружних де-
формацій значно менші порівняно з 
розмірами споруди, а отже, і їх вплив 
на зміну форми споруди можна не 
враховувати. 
Вузли D, E, F рамної конструкції, 
показаної на рис. 6.1, після деформації  
                            споруди   не   мають  вертикальних 
                                переміщень,   а   їх   горизонтальні 
                                       переміщення однакові. 
З урахуванням наведених припущень у межах методу пе-
реміщень, однопрогоновим балкам, зображеним на рис. 6.2, а, б, в, 
г, еквівалентними є балки на рис. 6.2, д, е, ж, з  відповідно. 
 




Рис. 6.2. Схеми однопрогонових балок а, б, в, г та відповідних їм еквіва-
лентних балок д, е, ж, з 
 
 
6.2. Основна система та основні невідомі методу переміщень 
 
Найбільш поширений спосіб розрахунку статично невизна-
чуваних систем полягає в тому, що замість реальної статично не-
визначуваної системи розглядається така, що створена з вихідної 
механічної системи, розрахунок якої можна виконати за допомо-
гою вже відомих засобів. Ця нова система називається основною 
системою методу. 
У методі переміщень створюється така основна система, яка 
складається з основних добре відомих елементів – одно- прогоно-
вих балок постійної жорсткості з будь-якими опорами на кінцях. 
Для цих балок заздалегідь можна визначити НДС залежно від 
зовнішнього навантаження і переміщення їх опор, тобто основною 
системою методу переміщень для плоскої статично невизначеної 
рами є стрижнева система з набору однопрогонових балок 
постійної жорсткості з нерухомими опорами, які унеможливлю-
ють кутові та лінійні переміщення кінців балок. Для цього необ-
хідно усунути можливість кінематичних переміщень усіх вузлів 
системи. Цієї мети досягають введенням у вузли системи додатко-
вих в’язів двох видів: 
1. Для усунення повороту всіх жорстких вузлів уводяться ру-
хомі затиснення – умовні в’язі, які не дозволяють вузлам поверта-
тись, але не заважають їх поступальним переміщенням. Жорсткими 
в’язями є всі місця з’єднання за допомогою припайок, між якими 
ділянка стрижня має постійну жорсткість, тому жорсткими вузлами 
слід вважати місця, у яких: 
- з’єднуються без наскрізних шарнірів два і більше стрижнів; 
- змінюється під кутом напрям осі; 
  
- до стрижня приєднується за допомогою прилеглого шарніра 
інший стрижень або декілька стрижнів; 
- змінюється жорсткість стрижня; 
- приєднується за допомогою шарніра стрижень або інший 
вузол до жорсткого вузла будь-якого з перелічених типів.  
На рис. 6.3 е, ж, з, і, к показані рухомі затиснення при 
утворенні основної системи методу переміщень, що вставлені 
до жорстких вузлів, зображених на рис. 6.3, а, б, в, г, д 
відповідно.  
2. Можливим незалежним (кінематичним) лінійним пе-
реміщенням вузлів усієї системи запобігають установленням  
 
 
Рис. 6.3. Схеми  жорстких вузлів а, б, в, г, д та відповідних їм ру-
хомих затиснень е, ж, з, і, к 
 
додаткових опорних стрижнів. Кількість таких стрижнів повинна 
бути мінімальною, але достатньою для забезпечення незмінності, 
нерухомості (збереження початкової форми) положення всіх 
стрижнів системи. Наприклад, для рами, зображеної на рис. 6.1, го-
ризонтальні переміщення D, E, F взаємозалежні, тому для унемож-
ливлення геометрично (лінійно) залежних переміщень вузлів цієї 
системи достатньо ввести один додатковий горизонтальний опор-
ний стрижень, прикріплений до будь-якого з цих трьох вузлів. От-
же, додаткові опорні стрижні потрібно встановлювати не до всіх 
вузлів системи, а лише до тих, що мають незалежні лінійні пе-
реміщення. Для цього можна скористатися шарнірною схемою си-
стеми. 
Шарнірна схема системи утворюється з вихідної статично 
невизначуваної системи введенням наскрізних шарнірів у всі 
  
жорсткі вузли, включаючи опорні. Варто зауважити, що створюва-
ти основну шарнірну схему споруди можна без консолей. 
Далі виконується якісний кінематичний аналіз побудованої 
таким чином шарнірної схеми, якою можуть бути за стандартними 
схемами [14; 15; 16] жорсткий трикутник, схема Полонсо, схема 
Шухова, спосіб «діад» для ферми тощо. Якщо схема геометрично 
незмінювана, це свідчить про те, що вихідна система не має неза-
лежних лінійних переміщень. Якщо ж у процесі якісного (струк-
турного) аналізу виявляється можливість лінійного незалежного пе-
реміщення якогось вузла шарнірної схеми, необхідно ввести додат-
ковий опорний стрижень, який перешкоджає появі цього пе-
реміщення. Кількість таких додаткових опорних стрижнів визначає 
кількість незалежних лінійних переміщень вузлів вихідної статично 
невизначуваної системи. Під час створення основної системи мето-
ду переміщень потрібно встановити додаткові опорні стрижні у тих 
самих місцях, що і у шарнірній схемі.  
Розглянемо приклад, наведений на рис. 6.4. Вихідна рама має 
одне незалежне лінійне переміщення. Наведена шарнірна схема має 
нерухомі вузли А, В, С. Вузли D, E, F не можуть мати вертикальних 
переміщень і у горизонтальному напрямі будуть з’єднані між со-
бою. Вони не прикріплюються до якогось нерухомого вузла, тому 
один з них, наприклад вузол D, слід закріпити горизонтальним 
опорним стрижнем, а вузли E і F послідовно з’єднуються двома 
стрижнями. Тобто маємо стандартну схему за способом діад, що 




Рис. 6.4. Схеми вихідної рами та відповідної їй шарнірної системи 
 
Вихідна рама (рис. 6.5) має три незалежні лінійні переміщення 





Рис. 6.5. Схеми вихідної рами та відповідної їй шарнірної системи 
 
Вихідна система (рис. 6.6) має одне незалежне лінійне пе-
реміщення у вузлі Е або зміщення вузла у положення Е', тоді 
вихідна система не має незалежних лінійних переміщень.  
Таким чином, можна дійти висновку, що для побудови ос-
новної системи методу переміщень необхідно ввести рухомі за-
тиснення в усі жорсткі вузли та додаткові опорні стрижні для уне-
можливлення незалежних лінійних переміщень усіх вузлів. 
 
 
Рис. 6.6. Схеми вихідної рами та відповідної їй шарнірної системи 
 
В основних системах методу переміщень вихідні конструкції 
перетворюються у набори однопрогонових балок з рухомими опо-
рами. Між вихідною статично невизначуваною конструкцією та її 
основною системою існують дві суперечності: 
- жорсткі вузли вихідної конструкції можуть мати кутові та всі 
вузлові лінійні переміщення, які в основній системі усуваються до-
датковими в’язями; 
- у додаткових в’язях основної системи від навантаження вини-
кають реактивні сили, яких немає у вихідній конструкції через від-
сутність цих в’язів.
 
Перша суперечність усувається введенням основних 
невідомих методу переміщень, друга – використовується для 
складних розв’язувальних рівнянь методу переміщень.  
  
Основними невідомими у методі переміщень є узагаль-
нені переміщення (кути повороту жорстких рухомих затис-
нень і лінійні переміщення у вузлах, у яких накладено в’язі 
для унеможливлення незалежних лінійних переміщень).  
У разі використання канонічної форми методу пе-
реміщень ці невідомі позначаються через zі (рис. 6.7). Для 
зручності обчислення пропонується нумерувати спочатку 
невідомі кутові переміщення, а потім лінійні переміщення, 
хоча принципово це не є важливим. 
Кількість основних невідомих методу переміщень на-
зивається ступенем кінематичної невизначуваності системи, 
яка визначається за формулою 
kkk ,              
де k  – кількість кутових переміщень рухомих затиснень ос-
новної системи; k  – кількість незалежних лінійних пе-
реміщень вузлів основної системи. 
Висновок. Ступінь кінематичної невизначуваності 
дорівнює мінімальній кількості додаткових в’язей, які по-
вністю закріплюють вузли системи від можливих узагаль-
нених переміщень (кутових і поступальних). 
 
Рис. 6.7. Основна система і невідомі методу переміщень для вихідної рами 
6.3. Розв’язувальні рівняння методу переміщень 
 
Для складання розв’язувальних рівнянь методу пе-
реміщень використовуємо другу суперечність між вихідною 
статично невизначуваною системою стрижневої конструкції 
  
та її основною системою, яка полягає в тому, що у додатко-
вих в’язях основної системи від навантаження виникають ре-
активні сили, яких немає у вихідній конструкції через від-
сутність цих в’язей. 
Розглянемо ці умови на прикладі плоскої рами, зобра-
женої на рис. 6.8.  
Для усунення відмінностей у деформаціях двох систем 
надамо додатковим в’язям невідомі узагальнені переміщення 
z1, z2, z3  і розглянемо окремі стани цієї основної системи (рис. 
6.9), у кожному з яких на систему діє один фактор. 
У кожному стані в усіх додаткових в’язях виникають 
реактивні сили. Уводимо для цих реактивних сил позначення 
ikR , де і – номер в’язі, k – номер стану (причини дії), у якому 
виникає реакція на підставі принципу суперпозиції: сумарний 
реактивний момент, у першому рухомому затисненні від дії 
всіх невідомих переміщень і зовнішнього навантаження 
дорівнює сумі відповідних реактивних моментів у всіх ста-
нах: 
– у стані 1 
pRRRRR 11312111 ;    
 




Рис. 6.9. Окремі стани основної системи  
 
- у стані 2 
pRRRRR 22322212      
у стані 3 – сумарна реакція у додатковому стрижні (третя додаткова 
в’язь) від усіх невідомих узагальнених переміщень і зовнішнього 
навантаження: 
pRRRRR 33332313 .                          
Але у вихідній системі цих додаткових в’язей немає, тому 
для забезпечення еквівалентності НДС вихідної і основної систем 




RRR .                                               (6.1) 
Реактивні сили у додаткових в’язях від невідомого пе-
реміщення, що дорівнює одиниці, називають одиничними реактив-
ними силами. Уведемо для їх позначення ikr . Виходячи з лінійного 
закону Гука, маємо: 
  
kikik ZrR                                                                                 (6.2) 
Підставляючи вираз (6.2) у рівняння (6.1), отримаємо систе-













                                               (6.3) 
Кількість отриманих рівнянь дорівнює кількості додаткових 
в’язей, тобто ступеню кінематичної невизначуваності системи, яка 
дорівнює кількості основних невідомих методу переміщень. Таким 
чином, система рівнянь (6.3) є канонічною системою 
розв’язувальних рівнянь методу переміщень. 
Фізичний зміст кожного з рівнянь полягає в тому, що сумар-
на реактивна узагальнена сила у відповідній додатковій в’язі (реак-
тивні моменти у рухомому затисненні або реакція в опорному 
стрижні) основної системи методу переміщень від усіх невідомих 
переміщень і зовнішніх сил навантаження дорівнює нулю через 
відсутність цієї в’язі у вихідній системі. Система рівнянь у матрич-
но-векорній формі має вигляд: 
,0RZr                                            
де r  – матриця коефіцієнтів системи розв’язувальних канонічних 















;                                                             (6.4) 
T
21 ...,, nZZZZ  – вектор основних невідомих системи 
канонічних рівнянь методу переміщень; 
T
21 ...,, nppp RRRR  – вектор реакцій від навантаження в 
основній системі методу переміщень. 
Коефіцієнти nnii rrrr ...,, 2211 , розміщені на головній діагоналі 
матриці коефіцієнтів системи рівнянь, називаються головними. 
Коефіцієнти kirik ,  називаються побічними. Згідно з теоремою 
  
про взаємність робіт, побічні коефіцієнти, що розміщені симетрич-
но відносно головної діагоналі, дорівнюють один одному: 
kiik rr .                                                                           
Розв’язувальні рівняння (6.3) називаються системою ка-
нонічних рівнянь методу переміщень. Для визначення коефіцієнтів 
ikr  і вільних членів ipR  системи канонічних рівнянь необхідно мати 
епюри зусиль в основній системі методу переміщень в одиничних 
станах та вантажному стані. 
Матриця коефіцієнтів системи розв’язувальних рівнянь ме-
тоду переміщень називається ще матрицею жорсткості системи ка-
нонічних рівнянь методу переміщень. Кожен коефіцієнт матриці 
жорсткості визначає реакцію від одиничного узагальненого пе-
реміщення у відповідній додатковій в’язі.  
 
6.4.  Побудова епюр внутрішніх зусиль в основній і вихідній си-
стемах методу переміщень 
 
Основна система методу переміщень являє собою рамну кон-
струкцію, яка складається з набору однопрогонових балок (як ста-
тично визначуваних, так і статично невизначуваних). У статично не-
визначуваних балках необхідно заздалегідь визначити епюри 
внутрішніх зусиль (згинальних моментів і поперечних сил) за відо-
мим методом, наприклад, методом сил. Розглянемо два основні типи 
статично невизначуваних балок з цього набору. На рис. 6.10 наведе-
на балка з лівим затисненням і правим рухомим шарніром.  
Обираємо для цієї один раз статично невизначеної балки ос-
новну систему за методом сил, будуємо одиничні епюри, визначаємо 
коефіцієнти системи канонічних рівнянь, будуємо цю систему, 
розв’язуємо її відносно невідомих методу сил і будуємо епюри 
внутрішніх зусиль. Розглянемо епюри зусиль від одиничного пово-
роту рухомого затиснення і від одиничного переміщення: 
1. Епюри зусиль від одиничного повороту затисненої опори. 
Спочатку замінюємо затиснення шарнірно-рухомою опорою, відки-
даючи в’язь на поворот. Основним невідомим у відкинутій в’язі є 
реактивний момент 1x , напрям якого збігається з напрямом кута по-
  
вороту, тобто за годинниковою стрілкою. При цьому маємо ка-
нонічне рівняння з одним невідомим:  
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(6.6)  
Відповідно до виразу (6.4) маємо одиничні епюри до 
основної системи і епюри 1x  для вихідної системи (рис. 6.10, 
б). 
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(6.7) 
          
                                 а                                                     б 
Рис. 6.10. Поворот затиснення на одиничний кут: а – основна система; 
б – одинична епюра моментів 1M , епюри внутрішніх зусиль M і Q 
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2. Епюри зусиль від одиничного поступального переміщення 
шарнірної опори. Будуємо канонічне рівняння і епюри від одинич-













































QQM bab .              
Таким чином, для розтягнутого типу однопрогонової 
балки можна побудувати епюри згинальних моментів для 
будь-якого узагальненого переміщення і навантаження [15]. 
Для статично невизначуваної балки з постійною 
жорсткістю і затисненням з обох кінців (рис. 6.12) необхідно 
побудувати одиничні епюри для двох канонічних рівнянь ме-
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(6.8) 
Складаємо рівняння системи (6.8), попередньо помно-
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(6.9) 
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                                            а                                                   б 
Рис. 6.12. Схема балки з затиснення з обох кінців: а – основна система, 
одиничні епюри моментів 1M , 2M ; б – епюри внутрішніх зусиль M і Q 
       
Внутрішні зусилля затисненої з обох кінців балки від 
одиничного зміщення опори (рис. 6.13): 
1. Будуємо основну систему за методом сил, відкидаючи 
праворуч дві зайві в’язі (заздалегідь перетворюючи за допущенням 
методу переміщень жорстке защемлення до опори «повзун») і 
заміняючи їх невідомими силами 11x і 12x . 
2. Будуємо одиничні епюри в основній системі від 11x  і 
12x . 
  
3. Записуємо систему канонічних рівнянь методу сил і об-
числюємо коефіцієнти за невідомих на вільні члени (у вигляді 





















Рис. 6.13. Епюри внутрішніх зусиль затисненої з обох кінців балки 
































































                                                              
(6.10) 
  
4. Розв’язуємо систему рівнянь (6.10). Методом підстановки з 
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Склавши епюри MxMxM 2211 , отримаємо епюри зги-














M ba  















QQ baab  
Випишемо значення згинальних моментів і поперечних 
сил від зовнішнього навантаження для однопрогонової балки 
з двома затисненнями. Побудуємо епюри: 
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                      а                                              б 
Рис. 6.15. Епюри балки з двома затисненнями і зосередженою си-
лою: а – у довільній точці; б – у середній точці 
 
6.5.  Статичний спосіб визначення коефіцієнтів і вільних членів 
системи канонічних рівнянь  
Будуємо епюри згинальних моментів в основній системі 
методу переміщень для рами, яка зображена на рис. 6.8, в 
одиничному і вантажному станах: 1M  (рис. 6.16), 2M  (рис. 




Рис. 6.16. Стан 1 від дії одиничних зміщень 11z  в основній системі 
 
Коефіцієнти і вільні члени системи канонічних рівнянь 
визначаються виходячи з фізичного змісту – реактивні зусил-
ля, що виникають у відповідній додатковій в’язі основної си-
стеми від одиничного значення невідомого переміщення або 
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Рис. 6.19. Вантажний стан pM  в основній системі методу переміщень 
навантаження, повинні дорівнювати нулю. Додатні напрями реак-
тивних зусиль збігаються з напрямами відповідних невідомих пе-
реміщень. Для визначення реактивного моменту необхідно виок-
ремити вузол основної системи разом із введенням рухомих затис-
нень. До цього вузла прикладається невідомий реактивний момент 
у рухомому затисненні, а також згинальні моменти від одиничних 
станів, або від вантажного стану .,,,,, 231312332211 rrrrrr  
Коефіцієнт канонічної системи методу переміщень 11r  – це 
реактивний момент у рухомому затисненні, який утворюється у 
вузлі D основної системи від одиничного кута повороту Z1 = 1, тоб-




вузлі D і моментів одиничного першого стану показано на рис. 
6.20, а. 
Суми моментів у вузлі D:       
;044 3111 iirM D    .44 3111 iir         
Коефіцієнт канонічної системи методу переміщень 12r  – це 
реактивний момент у рухомому затисненні вузла D основної сис-
теми від дії кута повороту Z2 = 1 у другому стані. Вирізаємо вузол 
D і складаємо рівняння рівноваги моментів реактивного і другого 
стану (рис. 6.20, б):  
;02 112 irM D         .2 112 ir                                    
Коефіцієнт канонічної системи методу переміщень 13r  – це 
реактивний момент у рухомому затисненні, який встановлений у 
вузлі D основної системи від дії одиничного лінійного переміщен-
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Вільний член канонічної системи методу переміщень pR1  – 
це реактивний момент у рухомому затисненні, утворений у вузлі D 












RM ppD                                  
Аналогічно маємо картину розподілу згинальних моментів у 
затисненні вузла Е. Розглянемо у в'язі другого затиснення реактив-
ні і діючі моменти: 
 
                    а                            б                              в                           г   
Рис. 6.20. Схеми реактивного і одиничного моментів стану у вузлі D: 
 а – стан 1; б – стан 2; в – стан 3; г –  стан Р          
 
- від дії сил першого стану (рис. 6.21, а):                                          
  
           ;221 ir                                                                      
- від дії сил другого стану (рис. 6.21, б):      
;434 42122 iiir                                                            
-  від дії сил третього стану (рис. 6.21, в): 
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         а                         б                                в                           г   
Рис. 6.21. Схеми реактивного і одиничного моментів стану у вузлі D: 
 а – стан 1; б – стан 2; в – стан 3; г –  стан Р          
 
Розглянемо другий вид коефіцієнтів і вільних членів системи 
канонічних рівнянь методу переміщень, до якого належать незале-
жні лінійні переміщення. Для обчислення їх величини за статичним 
способом необхідно розглянути умови рівноваги відокремленого 
сегмента основної системи. Якщо розглянути шарнірну модель ос-
новної системи, переріз для відокремлення цього сегмента повинен 
обов'язково проходити через уведений додатковий стрижень, у 
якому обчислюється реакція, а також через усі стрижні основної 
системи, які зазнають перерізу від невідомих незалежних лінійних 
зміщень. Стрижні доцільно перерізати нескінченно близько до од-
ного з його кінців. У розглянутому прикладі переріз проходить че-
рез стрижні АD, ВЕ, СF і через додатковий стрижень, прикріплений 





Рис. 6.22. Схема шарнірної моделі основної системи для визначення кое-
фіцієнтів і вільних членів системи канонічних рівнянь  
До відокремленого фрагмента слід прикласти всі сили, що 
діють на нього, у тому числі зусилля у перерізах. Перерізувальні 
сили у розрізаних стрижнях отримуємо з епюр згинальних момен-
тів відповідно до стану, використовуючи диференціальні залежнос-
ті функцій М і Q. 
Невідомі реакції у додатковому стрижні визначаються з рів-
няння рівноваги у вигляді суми проекцій всіх сил на вісь відокрем-
леного сегмента. Цю вісь треба вибрати так, щоб на неї не проекту-
вались невідомі поздовжні сили у перерізах стрижнів. 
Обчислюючи коефіцієнти і вільні члени третього рівняння 
рівноваги канонічної системи методу переміщень для розглянутого 
прикладу, маємо: коефіцієнт r31 – це реакція у додатковому стрижні 
від одиничного кута повороту Z1 = 1 – перший одиничний напру-
жений стан. У відокремленому фрагменті основної системи реакція 
у додатковому стрижні збігається з напрямом невідомого перемі-
щення Z3 = 1. Величини та напрями перерізувальних сил залежать 
від характеру епюри згинальних моментів першого стану 1M .  На 
епюрі 1M  на стрижнях ВЕ і СЕ епюри згинальних моментів відсут-






 зі знаком «–», тобто напрямлені проти годинни-
кової стрілки відносно вузла D. Таким чином, похідна лінійної фу-
нкції згинального моменту дорівнює тангенсу кута нахилу лінійної 
  
епюри до осі стрижня АD. Складаємо рівняння рівноваги за умови 
0xF  (рис. 6.23): 
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Рис. 6.23. Схема прикладання сил на відокремлений фрагмент у стані 1 
Коефіцієнт 32r  – це реакція у додатковому опорному стрижні 
від одиничного кута повороту у другому стані, відповідно маємо 
схему прикладання сил на відокремлений фрагмент основної сис-
теми і рівняння рівноваги (рис. 6.24): 
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Рис. 6.24. Схема дії сил на відокремлений фрагмент у стані 2 
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Рис. 6.25. Схема дії сил на відокремлений фрагмент у стані 3 
  
Вільний член pR3  – це реакція у додатковому опорному 
стрижні основної системи від зовнішнього навантаження у вантаж-
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Рис. 6.26. Схема дії сил на фрагмента у вантажному стані Р 
Підставляємо визначені коефіцієнти матриці жорсткості та 





















































            (6.12) 
Система алгебраичних рівнянь (6.12) на головній діагоналі 
має додатні коефіцієнти, а побічні коефіцієнти відносно головної 
діагоналі повинні бути симетричними, що дозволяє під час обчис-
лення виконувати перевірку. 
У результаті розв'язання системи рівнянь (6.11) будуть знай-
дені основні невідомі методу переміщень, що дасть змогу побуду-
вати епюри внутрішніх сил у вихідній системі розрахункової схеми 
реальної конструкції. 
6.6. Кінематичний аналіз розрахунку статично 
невизначуваної рами методом переміщень 
У разі розрахунків статично невизначуваних систем ме-
тодом переміщень споруди розглядаються як такі, що лінійно 
  
деформуються, для яких справедливі принципи незалежності 
дії сил та пропорційності. 
Невідомими є переміщення вузлів від заданих дій: 
лінійні переміщення шарнірних і жорстких вузлів та кути по-
воротів жорстких вузлів. Сумарну кількість невідомих куто-
вих n  та незалежних лінійних переміщень вузлів n  назива-
ють ступенем кінематичної невизначуваності споруди:  
.nnk                                                                            
Кількість невідомих кутових переміщень n  дорівнює 
кількості жорстких вузлів споруди. Кількість незалежних 
лінійних переміщень вузлів споруди n  можна визначити за 
його шарнірною схемою, використовуючи  формулу  
,2 oпCCYn ,                                                           
де Y – кількість вузлів;  С – кількість стрижнів, що з’єднують 
вузли; Соп. – кількість опорних в’язей. 
Основна система методу переміщень утворюється 
накладанням на вузли споруди в’язей, які перешкоджають їх 
кутовим і лінійним переміщенням. Якщо кількість накладених 
на вузли кутових і лінійних в’язей збігається зі ступенем 
кінематичної невизначеності споруди, то в основній системі 
методу переміщень всі вузли будуть нерухомі. 
Такий спосіб вибору основної системи дає можливість 
уявити будь-яку плоску стрижневу систему у вигляді набору 
стандартних стрижнів, кожен із яких можна розраховувати 
методом сил. 
Розглянемо приклад статично невизначуваної рами, 
конструктивну схему якої показано на рис. 6.27, і виконаємо 
кінематичний аналіз. Неважко помітити, що вибрана для ро-
зрахунку конструктивна схема рами повністю збігається зі 
схемою, показаною на рис. 5.14, а. Це дозволяє порівняти, 
наскільки простіше розраховувати рамну конструкцію за ме-
тодом переміщень від розрахунку аналогічної рами за мето-
дом сил.  
  
Якщо рамну конструкцію розраховувати методом сил, 
то отримаємо тричі статично невизначувану раму.  
Таким чином, рама є тричі статично невизначуваною. 
Розрахунок цієї рами за методом сил наведено в підрозділі 
5.5. 
Розрахуємо раму методом переміщень: 
,0n  ,2n  .2nnk  
Маємо двічі кінематично невизначувану раму. Так як 
для цієї рами 0n , то накладаються лише кутові в’язі, які 
перешкоджають поворотам вузлів Т і К (рис. 6.28). Шарнірна 
схема цієї рами геометрично незмінна і не потребує накла-


















Рис. 6.27. Конструктивна схема статично невизначуваної рами для ро-
зрахунку методом переміщень 
Невідомі кутові і лінійні переміщення вузлів споруди Z1, 
Z2, …Zj,…Zn  від різних зовнішніх впливів визначаються із 
системи канонічних рівнянь методу переміщень, і-те рівняння 
якої заперечує реакцію в і-й накладеній в’язі в основній си-
стемі методу переміщень від переміщення n накладених 
  
в’язей на величини, що дорівнюють Z1, Z2, …Zj,…Zn, і від 
зовнішніх впливів.  
Побудуємо систему канонічних рівнянь методу пе-
реміщень: 
 










                                                    
(6.13) 
У системі рівнянь (6.37) коефіцієнти за невідомих rii є 
головними, а коефіцієнти rij – побічними. Фізичний зміст 
коефіцієнтів rii і rij  – це реакції у і-й накладеній в’язі 
відповідно від зміщення і-ї в’язі на величину, що дорівнює 
одиниці, та зміщення j-ї в’язі на величину 1. Побічні 
коефіцієнти підлягають теоремі щодо взаємності реакцій, 
тобто rij = rjі. pR1  – це силові реакції в одній накладеній в’язі 
від зовнішніх впливів. 
Розв’язанню системи рівнянь (6.13) передує обчислення 
коефіцієнтів при невідомих rii і rij та вільних членів pR1 , pR2 . 
У методі переміщень ці коефіцієнти можна визначити, побу-
дувавши епюри внутрішніх зусиль в основній системі від 
зміщення накладених в’язей на величини, які дорівнюють 
  
одиниці, і від силових впливів, тобто маючи результати ро-
зрахунків стандартних стрижнів.  
Будуємо одиничні епюри в основній системі М1, М2 
(рис. 6.29, 6.30) та епюру згинальних моментів від дії 
зовнішніх силових факторів (рис. 6.31) згідно з рис. 6.27 і 
6.28:  
Із використанням епюр згинальних моментів, зображе-
них на рис. 6.29–6.31, визначимо коефіцієнти і вільні члени 
системи рівнянь рівноваги (6.13): 
 
 
Рис. 6.29. Одинична епюра 1M  
 
 




Рис. 6.31. Вантажна епюра pM  
З одиничної епюри 1M  (див. рис. 6.29) визначаємо 
коефіцієнт 11r  з рівноваги реакцій у затисненні кута Т від дії 
кута повороту 11z  (рис. 6.32, а).   
Запишемо умову ;0ТM     04 311 irМT ; 
                                   .4 311 ir                                              
(6.14) 
Із епюри 2M  (див. рис. 6.30) визначаємо коефіцієнт 12r  з 
рівноваги реакцій у затисненні кута Т від дії повороту 12z  
(рис. 6.32, б). 
Запишемо умову 0ТМ :     02 312 ir ;    




                                              а                              б 
Рис. 6.32. Схема затиснення кута Т: а – із епюри 1M ; б – з епюри 2M  
  
Із епюри 2M  визначаємо коефіцієнт 22r  з рівноваги ре-
акцій у затисненні вузла К від дії кута повороту 12z  (рис. 
6.33, а).  
Запишемо умову 0КМ : 
0344 21322 іiir ;  21322 344 іiir .            
Для перевірки з епюри 2M  з рівноваги реакцій в затис-
ненні кута К від дії кута повороту 11z  визначаємо 
коефіцієнт 21r  (рис. 6.33, б): 
Запишемо умову 0КМ : 
           .2;02 321321 irir                                                            
(6.16) 
Бачимо, що рівняння (6.15) і (6.16) тотожні, тобто об-




Рис. 6.33. Схема затиснення кута К: а – із епюри 1M ; б – з епюри 2M  
Від дії навантаження в стані Р  (див. рис. 6.31) визна-
чаємо вільний член pR1  з рівноваги реакцій у затиснені вузла Т 
(рис.6.34, а). 
Запишемо умову 0ТМ ;    08244361pR ; 
241pR .                                                      
Вільний член pR2  визначаємо з рівняння рівноваги ре-
акцій у затисненні вузла К (рис. 6.34, б) від дії навантаження 





01461442 pR ;  
 
22 pR .                                                                    
 
                                            а                                   б 
Рис. 6.34. Схема затиснення кута від дії навантаження в стані Р:
 
 
а – вузол Т; б – вузол К 
 
Обчислюємо коефіцієнти і вільні члени, підставивши їх 




EIir 5,12 312 ; 
ЕІіiir 167,5344 21322 ;                                                
241pR  кНм; 
22 pR кНм. 
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(6.17) 
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(6.19) 
Домножимо одиничні епюри М1 і М2 на значення 
невідомих (6.18), (6.19) та складемо результуючі епюри (рис. 












Рис. 6.35. Одинична епюра 11zM
 
Виконаємо статичну перевірку:  
- рівновага вузлів Т, К: 
0ТМ ;  02420836  (рис. 6.39, а); 
;0КM     01491.1039.951.15  (рис. 6.39, б). 
  
 
Рис. 6.36. Одинична епюра 22 zM
 
 
Рис. 6.37. Вантажна епюра pM  
За дійсними епюрами згинальних моментів (рис. 6.38) 
побудуємо епюру поперечних зусиль Q (рис. 6.40). 
 
 




                                         а                                      б 





Рис. 6.40. Епюра дійсних поперечних внутрішніх зусиль Q 
За сумарною епюрою Q будуємо епюру поздовжніх сил 
в основній системі (рис.6.41). 
 
Рис. 6.41. Епюра дійсних поздовжніх внутрішніх зусиль N 
 
Виконуємо статичну перевірку вузлів Т і К : 





















                                     а                                                б 
Рис. 6.42. Статична перевірка вузлів: а – вузол Т; б – вузол К 
 
Запитання та завдання для самоперевірки 
1. У чому полягає припущення методу переміщень. Назвіть ос-
новні переваги методу переміщень. 
2. У чому полягає побудова основної системи статично не-
визначуваної рами за методом переміщень? 
3. Наведіть принципи побудови основної системи методу пе-
реміщень. 
4. Що спільного між методом переміщень і методом скінченних 
елементів? Чим вони відрізняються? 
5. Наведіть систему канонічних рівнянь методу переміщень і її 
основні властивості. 
6. Як визначається ступінь кінематичної невизначуваності 
плоскої рами ? 
7. Розкрийте умови побудови рівнянь методу переміщень. Як 
визначаються незалежні лінійні переміщення за методом пе-
реміщень? 
8. Покажіть особливості побудови одиничних епюр і епюр від 
навантаження за методом переміщень. 
9. Наведіть основні типи однопрогонових статично невизначу-
ваних балок для побудови основної системи методу пе-
реміщень. Як визначаються параметри епюр внутрішніх 
зусиль від узагальнених одиничних переміщень.  
10. Наведіть приклад визначення внутрішніх зусиль від одинич-
ного повороту рухомого затиснення для балки з двома за-
щемленнями. 
  
11. Із яких умов визначаються коефіцієнти та вільні члени си-
стеми канонічних рівнянь методу переміщень? 
12. Із яких умов складаються рівняння для незалежних лінійних 
зміщень при розрахунках плоских рам методом переміщень? 
  
РОЗДІЛ 7 
РОЗРАХУНОК СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧУВАНИХ 
ЖОРСТКИХ РАМ З УРАХУВАННЯМ ДЕФОРМАЦІЙ 
ЗСУВУ 
7.1. Основні положення розрахунку рам з урахуван-
ням зсувних деформацій 
У прикладних задачах будівельної механіки зазвичай 
розглядаються пружні однорідні ізотропні матеріали (тіла). 
Тіло називається однорідним ізотропним, коли у всіх його 
точках пружні властивості у всіх напрямах однакові. У сучас-
ній техніці крім ізотропних, набули застосування конструкти-
вно-анізотропні тіла. Анізотропним пружним тілом назива-
ється таке тіло, у якого пружні властивості якого за різни-
ми напрямами різні та однакові за паралельними напрямами у 
всіх точках тіла. По суті, усі реальні матеріали анізотропні 
і більшою або меншою мірою неоднорідні, у тому числі і ви-
роби зі сталі, залежно від технології виготовлення та форми 
лиття та прокату. Анізотропні матеріали за своїм похо-
дженням можна поділити на природні та синтетичні. До 
природних головним чином належать вироби з дерева, до си-
нтетичних – різні полімерні матеріали (склопластик, пласт-
маси, вироби з пінополіуретану, пінопласту та інших поліме-
  
рів). Особливо слід вирізнити конструктивні полімерні виро-
би, призначені для силових впливів – жорсткі склопластики, 
текстоліти, деревинно-шаруваті та полістирольні плити 
тощо. 
Полімерні матеріали характеризуються рядом позити-
вних властивостей: низькою теплопровідністю, малою пи-
томою вагою, високою міцністю, високим коефіцієнтом 
конструкційної якості тобто відношенням межі міцності до 
об’ємної ваги, хімічною стійкістю, доброю технологічністю 
та ін. Використання анізотропних матеріалів дає можли-
вість більш раціонально розмістити матеріал у конструкції. 
Це досягається шляхом суміщення напряму великої міцності 
або жорсткості з напрямом найбільших напружень або пе-
реміщень, наприклад, використання ортотропних плит у мі-
стобудівництві. У різних галузях промислового будівництва, 
літакобудуванні, суднобудуванні та інших полімерні матері-
али використовуються для виготовлення конструкцій у ви-
гляді оболонок, пластин та стрижнів. Ці конструкції здебі-
льшого є тонкостінними: вони більш економічні. Тонкостінні 
стрижні використовуються як шпангоути і стрингери у па-
  
нелях, пластинах та оболонках несучих елементів будівель та 
споруд. 
Однорідне пружне анізотропне тіло у загальному випа-
дку відповідно з узагальненим законом Гука [20] характери-
зується 21 пружною незалежною сталою ija  або ijA . Симе-
трія внутрішньої будови матеріалу призводить до симетрії 
пружності. У тілі виникають симетричні напрямлення 
(конструктивно заплановані), уздовж яких пружні властиво-
сті будуть однаковими. Для таких матеріалів узагальнений 
закон Гука спрощується, кількість незалежних констант 
зменшується. Так, наприклад, для тіла з однією площиною 
симетрії їх кількість буде дорівнювати 13 (такі тіла нази-
ваються неортотропними), а на випадок, коли у кожній точ-
ці тіла є три взаємоперпендикулярні площини пружної симе-
трії кількість незалежних пружних сталих становитиме 
дев’ять (такі тіла називаються ортотропними [20]). Якщо в 
кожній точці тіла є площина, пружні властивості якої у всіх 
напрямах однакові, а відрізняються лише в ортогональному 
напрямі відносно цієї площини ізотропії, то для таких тіл кі-
лькість незалежних пружних констант дорівнює п’яти (такі 
  
тіла називаються трансверсально-ізотропними, або транс-
тропними). У разі повної симетрії, коли у кожній точці тіла 
будь-яка площина є площиною пружної симетрії, кількість 
пружних незалежних констант дорівнює трьом – ,, GE : 
модуль пружності Юнга, модуль зсуву і коефіцієнт Пуассона 
(такі тіла називаються ізотропними). Матеріалами, які на-
ближено можна вважати ортотропними, є деревина, фане-
ра, деревинно-шаруватий пластик, текстоліт, склопластик 
типу СВАМ та ін. Прикладом транстропного тіла може 
бути однонапрямлений склопластик, якщо нитки вважати 
рівномірно розподіленими по перерізу. 
Пружні сталі ортотропного матеріалу у головних на-
прямах (коефіцієнти поздовжніх деформацій) можна визна-
чити, виконавши один із дослідів на розтяг, стиск або згин, 
при цьому вихідними рівняннями під час випробувань є вира-
ження узагальненого закону Гука для ортотропного матеріа-
лу [20]. Модулі пружності, знайдені в результаті окремих до-
сліджень, збігаються, тобто метод визначення пружних 
сталих різномодульних матеріалів із дослідів на згин може 
бути використаним у лабораторній практиці [19; 21]. 
  
Коефіцієнти поперечних деформацій ортотропних ма-
теріалів можна також визначати під час випробувань на ро-
зтяг, стиск і згин, вибираючи з досліджуваного матеріалу 
три зразки у вигляді призм прямокутного перерізу, які орієн-
товані по головних напрямах базису ортотропії. Коефіцієнти 
Пуассона визначаються як відношення поперечної відносної 
деформації до поздовжньої [21]. В окремих випадках анізот-
ропії – ізотропного, поперечно ізотропного (трансверсально-
го), ортотропного або з однією площиною пружної симетрії 
матеріалу зразка гіпотеза плоских перерізів при чистому 
згині є справедливою, проте в загальному випадку анізотропії 
ця гіпотеза стає несправедливою і зазначені способи визна-
чення пружних властивостей матеріалів використовувати 
не можна. 
Для визначення сталих зсуву з ортотропного матеріалу 
виготовляють три діагональні зразки прямокутного перерізу, 
при цьому вісь зразка першого типу (уздовж першої головної 
осі ортотропії) [21] паралельна головній площині пружності 
1–2 і водночас становить кут 45о із головними напрямами 
пружності матеріалу. З досліду на розтяг (стиснення) цього 
  
зразка першого типу визначають коефіцієнти поздовжніх і 
поперечних деформацій, а сталу зсуву у площині 1–2 обчис-
люють як їх подвійну різницю, що є еквівалентною формулі 
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де 4545 х,E  - модулі Юнга і коефіцієнт Пуассона, знайдені в 
результаті дослідження зразка першого типу. Аналогічно під 
час дослідження зразків другого і третього типів (уздовж 
другої та третьої головних осей ортотропії) знаходять кое-
фіцієнти деформації і модулі зсуву 2344 Ga  і 1355 Ga  відпо-
відно. 
У будівельній механіці пружні переміщення стрижня і 
стрижневих систем, як правило, визначаються способом Ма-
ксвелла–Мора, коли будь-яке (узагальнене) переміщення ij  за 
напрямом і, викликане причиною j, через вираження віртуаль-
ної роботи внутрішніх сил. Загальна формула для тонкостін-
ного стрижня містить 30 інтегралів, до того ж п’ять з них 
визначають переміщення тонкостінного стрижня без ураху-
вання деформацій зсуву, всі інші з урахування деформацій зсу-
ву. Для перерізу симетричного відносно обох головних осей з 
  
десяти коефіцієнтів зсуву jiij  шість дорівнюють нулю. 
Коефіцієнти зсуву, як правило, обчислюються відносно голов-
них координат x, y, w і залежать від форми і розмірів перері-
зу. Для прямокутного перерізу коефіцієнт зсуву 2,1xx  для 
симетричного двотавра з однорідного матеріалу, складеного з 











































ww                                                                             
Як свідчать дослідження багатьох авторів [21], ураху-
вання деформацій зсуву істотно впливає на переміщення, 
особливо в статично невизначених системах і майже не 
впливають на кути повороту жорстких кутових елементів у 
рамах. 
Рис. 7.1. Переріз двотавра 
  
Тонкостінні стрижні належать до статично невизна-
чуваних механічних систем. 
Під час проектування комбінованих великопрогонових 
оболонкових систем складної конфігурації для забезпечення 
місцевої стійкості тонколистових фрагментів широко вико-
ристовують ребра (шпангоути, стрингери) вставки та інші 
стабілізувальні елементи з комбінації тонкостінних прокат-
них і гнутих (закритих і відкритих перерізів) профілів [18; 
19]. У загальній дискретній моделі та розрахунковій схемі за-
значених комбінованих механічних систем ці тонкостінні 
стрижневі елементи зводяться до еквівалентних прямокут-
них перерізів з адекватними поздовжньою і згинальною жор-
сткістю. У результаті розрахунків на міцність комбінованої 
оболонкової конструкції на основі ітераційного процесу нелі-
нійного деформування отримуємо інтегральні внутрішні зу-
силля (поздовжні і перерізувальні сили, поперечні тангенціа-
льні, поздовжні та крутні моменти), що діють в елементах 
ребер і стабілізувальних елементів комбінованої механічної 
системи. Проте внутрішні напруження в еквівалентних дис-
кретних системах, які відповідають інтегральним внутріш-
  
нім зусиллям, абсолютно не відповідають дійсним нормаль-
ним і зсувним напруженням у дійсних профілях реальних тон-
костінних стрижневих елементів. Тому для забезпечення об-
межень за міцністю і деформативністю для перерізів з мак-
симальними інтегральними зусиллями необхідно розв’язувати 
задачу для статики невизначених тонкостінних стрижнів, 
підставляючи у формули Максвелла–Мора з урахуванням зсу-
вних інтегралів дійсні внутрішні зусилля з визначенням кое-
фіцієнтів зсуву і, як наслідок, дійсних деформацій та зусиль У 
зв’язку з цим були проведені дослідження для статично неви-
значуваних рам із тонкостінних профілів або для прямокут-
них і двотаврових перерізів із низько-модульних матеріалів, 
наприклад, із клеєної деревини, на вплив зсувних деформацій. 
У сучасному будівництві широкого використання набу-
ли споруди з композитних, полімерних матеріалів, металоп-
ластику, проте використання цих матеріалів у конструюванні 
споруд  потребує більш досконалих методів їх розрахунків на 
міцність та деформативність.  
Зазвичай розрахунки рам на міцність та деформатив-
ність виконуються без урахування деформації зсуву. Проте у 
деяких випадках доводиться враховувати не тільки деформа-
ції згину, а й деформації зсуву. Особливо істотно деформації 
зсуву відображаються на роботі рам, які складаються з корот-
ких стрижнів, виготовлених із дерева, композитних, полімер-
них матеріалів або металопластику. Їх широке використання 
  
у сучасному будівництві пояснюється тим, що зазначені ма-
теріали мають порівняно незначну жорсткість на зсув. Прак-
тика свідчить, що деформації зсуву також необхідно врахову-
вати у розрахунках металевих рам при використанні тонкос-
тінних стрижнів.  
7.2. Використання формул Корноухова для основно-
го типу балкового стрижня 
Розрахунки стрижня рами з урахуванням деформації 
зсуву за методом переміщень розглядав професор М.В. Кор-
ноухов. У статті [8] наведено формули для стрижня рами аb 
























































                          Рис. 7.2.  Розрахункова схема стрижня аb 
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Коефіцієнти зсуву  залежать від форми і розмірів пе-
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Виконуємо розрахунок простої симетричної рами з ко-
сосиметричним рівномірно розподіленим навантаженням 
(рис. 7.3). Розрахункова схема рами тричі кінематично (і 
  
статично) невизначувана, але для цього кососиметричного 
навантаження маємо лише два невідомих.  
Таким чином, невідомими будуть: кут повороту вузла φ 



















     Рис. 7.3. Розрахункова схема рами  
  
Складаємо систему з двох рівнянь для рами - одне основне рі-
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(7.3) 




















qH                     
(7.4) 
 
7.3. Визначення коефіцієнтів та вільних членів сис-
теми канонічних рівнянь з урахуванням зсувних деформа-
цій 
Для забезпечення достовірності отриманих результа-
тів (7.4) виконаємо розрахунок П-подібної рами на основі ка-
нонічного розв’язку методом переміщень без урахування зсуву 
тричі кінематично невизначуваної рами на основі алгоритму, 
запропонованого у праці [15]. 
  
Будуємо основну систему (рис. 7.5). Вихідну статично 
невизначувану симетричну раму з кососиметричним наван-
таженням зображено на рис. 7.5, а. Відповідно до основної 
системи (рис. 7.5, б) маємо три невідомих: z1, z2, . Урахо-
вуючи площину кососиметричної дії, маємо: z1=z2. Будуємо 




                        а                                                          б 
Рис. 7.5. Симетрична рама з кососиметричним навантаженням: 
 а – вихідна система; б – основна система 
 
Відповідно до праці [15] формулюємо канонічну систе-
му методу переміщень (7.2), яка, виходячи із загального під-













                                        (7.5) 
Ураховуючи косу симетрію, маємо z2 = z1.  
  
Тоді будемо мати два рівняння: сума першого і другого 
рівнянь системи (7.5) як основне, третє як додаткове. 


















                                        (7.6) 
Обчислення коефіцієнтів rij, задіяних у системі рівнянь 
(7.6), узгоджуються з наступними 
З метою визначення моментів рами значення невідомих 



























































































































7.4. Приклад аналітичного розрахунку статично невизна-
чуваної рами методом переміщень з урахуванням зсувних 
деформацій 
За отриманими значеннями моментів будуємо епюру 
моментів рами (рис. 7.6). За основними формулами (7.2) зна-
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;1324 qHQQ      .03142 QQ  
За отриманими значеннями будуємо епюру поперечних 
сил для рами (рис. 7.7).  
  
Для перевірки достовірності отриманих результатів ра-
му розраховуємо і за методом сил без урахування зсуву, якщо 
1 ; отримані епюри моментів та поперечних сил порівнює-
мо відповідно з рис. 7.6 і 7.7.  
 
Рис. 7.7. Епюра поперечних сил  
Для дослідження впливу деформації зсуву на величини 
зусиль і переміщень у рамі побудуємо графіки значень найбі-
льшого моменту 13M , поперечної сили 34Q  та незалежного 
зміщення вузлів рами  за різних значень , тобто побудує-
мо графіки функцій: 
);(113 fM     );(234 fQ      ).(3f  
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Виконуємо розрахунки )(M  для різних значень k, ре-
зультати обчислень заносимо до табл. 7.1, за якими будуємо 
графіки функції ),()( fM  (рис. 7.8). 
Таблиця 7.1 
Значення прогинів M  
  
 k=0,2 k=1 k=2 k=3 
0 1,09 1,33 1,05 1,6 
0,2 1,06 1,15 1,35 1,43 
0,4 1,03 1,07 1,23 1,29 
0,6 1,02 1,03 1,14 1,18 
0,8 1,01 1,01 1,06 1,08 












Рис. 7.8. Графіки функції )(fM  для різних значень k 
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Виконуємо обчислення і заносимо їх до табл. 7.2. 




Значення прогинів Q  
 k=1 K=2 
0 0 0 
0,2 0,64 0,5 
0,4 0,82 0,73 
0,5 0,88 0,80 
0,6 0,91 0,86 
0,8 0,97 0,94 
1,0 1,0 0,0 
 
Знаючи кут перекосу стояка ψ, знайдемо зміщення вуз-











































           
Обчислення функції  виконуємо при k = 1, оскільки 
за значень є = 2 і k = 3 графік майже не змінюється.  
Значення функції ),(f  заносимо до табл. 7.3 і бу-
дуємо графік (рис. 7.10). 
Таблиця. 7.3 











Рис. 7.10. Графік функції )(f  
 
Виконавши функціональний аналіз за отриманими ре-
зультатами, можна дійти таких висновків: 
1. Деформації зсуву більшою мірою впливають на переміщен-
ня, ніж на внутрішні зусилля. 
2. Вплив деформації зсуву більше проявляється на низьких 
рамах при k =3, ніж на високих, тобто деформації зсуву пропорцій-
ні погоновій жорсткості стрижневих елементів рами. 
3. Деформації зсуву під час розрахунків рам необхідно врахо-
вувати (з уточненням величини внутрішніх зусиль при розра-
хунках на міцність понад 5%), якщо для заданого стрижня 
величина  – 0,2 для низьких рам при k = 2 – 3, або = 0,2 – 
0,4 при k =1, або  = 0,2 – 0,8 при k =2 – 3 і більше. 
Отже, виконуючи розрахунки рам на міцність деформа-
ції зсуву потрібно враховувати для низьких рам, коли .8,0  
Якщо значення 8,0 , у розрахунках на міцність деформаці-
ями зсуву можна знехтувати. 
4. За рахунок деформації зсуву поперечні зусилля в незаван-
тажених стрижнях рами зменшуються, причому швидше ніж збі-
льшується момент у небезпечному перерізі рами. 
5. Для уточнення зміщень рами у розрахунках, особливо в разі 
використання тонкостінних стрижнів, коли значення 75,0 , де-
формації зсуву необхідно враховувати для всіх високих і ни-





Запитання та завдання для самоперевірки 
 
1. У яких випадках при розрахунках статично невизначуваних 
рам необхідно врахувати деформації зсуву? 
2. У яких випадках треба враховувати деформації зсуву при роз-
рахунках металевих рам? 
3. Наведіть формули М.В.Корноухова під час визначення внут-
рішніх зусиль для балки з двома защемленнями від одинично-
го повороту рухомого защемлення і кута перекосу стояка з за-
щемленням. 
4. Наведіть формули аналітичного розв’язання системи рівнянь 
рівноваги для П-подібної рами з урахуванням деформацій зсу-
ву. 
5. Наведіть графіки залежності внутрішніх зусиль для П-подібної 
рами від погонної жорсткості елементів рами. 
6. Як впливає на величину внутрішніх зусиль в елементах жорст-




ОСНОВНІ СПІВВІДНОШЕННЯ МЕТОДУ СКІНЧЕН-
НИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
8.1. Дискретна модель розрахункової схеми стрижне-
вої системи 
Метод скінченних елементів для опису НДС суцільних 
середовищ уперше був застосований у середині 50-х років ХХ 
ст. Цей метод широко застосовується для розрахунків склад-
них континуальних механічних систем, у гідродинаміці, тео-
рії поля та інших фізико-математичних задачах. Про поши-
рення МСЕ свідчать понад 20 тисяч посилань у наукових 
працях видатних вчених у сфері будівельної механіки та тео-
рії пружності. Хоча МСЕ застосовують для розв’язання тих 
самих задач, що і метод скінченних різниць, вони ґрунтують-
ся на різних фундаментальних співвідношеннях і теоріях. 
Метод скінченних різниць базується на різницевій апрокси-
мації похідних, що входять до диференціальних рівнянь, а 
математичною основою МСЕ є варіаційне обчислення. 
Диференціальні рівняння, що описують конкретну кра-
йову задачу з відповідними граничними умовами застосову-
ються для постановки варіаційної задачі, яка потім 
розв’язується безпосередньо.  
Варіаційний підхід – це універсальний засіб опису фізи-
чних процесів і закономірностей. У реальних природних про-
цесах деякі величини досягають свого екстремального зна-
чення. Ще Аристотель писав, що природа у своїх явищах 
завжди йде найкоротшим шляхом із найменшими витратами. 
Перше формулювання варіаційного принципу стосовно зако-
ну заломлення променя світла на межі двох середовищ подав 
Ферма [22]: «з різних напрямів променя світла реалізується 
той, який доставляє мінімум часу» (тобто який поширюється 
з найбільшою швидкістю). Варіаційний принцип почали за-
стосувати як в оптиці, так і в механіці. Цим займалися відомі 
  
вчені XVII-XVIII ст. Основи сучасного варіаційного числення 
були закладені Леонардом Ейлером, який узагальнив прин-
цип французького вченого Мопертьє: «в істинному русі добу-
ток маси на швидкість і шлях є мінімальним, тобто дія є міні-






                   
Відомий вчений Лагранж завершив розробку принципу 
найменшої дії, при цьому сформулював закон збереження 
енергії 
const, qvqqk                     
у своїй книзі «Аналітична механіка». Формулювання були 
недостатньо прозорі, що призвело до модифікації принципу 
найменшої дії вченими Гамільтоном, Якобі, Пуанкаре, Остро-
градським. У формулюванні Якобі стверджується: «… істин-
ний рух є стаціонарною точкою функціонала дії». Гамільтон 







         
у якому t розглядається як не варійований параметр, а як за-
даний, пізніше цього висновку дійшов і Остроградський. Під 
інтегралом маємо функцію Лагранжа. 
Функція Лагранжа відновлюється за функціями кінети-
чної і потенціальної енергії. Якщо розглянути суцільне сере-
довище, то в них діють функціонали від визначальних функ-
цій. Функція визначає числову область на числовій області 
визначення. Функціонал має числове значення на числовій 
області функції. 
Історично першим варіаційним рівнянням було «золоте 
правило» механіки – «принцип можливих переміщень», який 
сформулював Бернуллі. Для матеріальних точок суцільного 
середовища, які підпорядковані певним кінематичним 
  
зв’язкам, можлива сумарна робота зовнішніх сил дорівнює 









Згідно з принципом Гамільтона, якщо об’єм V – зайня-
тий суцільним середовищем, то на інтервалі часу t0 – t1, у ме-
жах якого задані значення визначальних функцій (t0 – почат-
кова конфігурація суцільного середовища, t1 – деформована 
конфігурація суцільного середовища) і функціонал дії має 
стаціонарне значення, то  
.0AI                                                                            (8.1) 
Вираз (8.1) – це відоме варіаційне рівняння Лагранжа. 
Для статичної задачі маємо 
,0AU                                                                  
(8.2) 
де U  – варіація внутрішньої енергії деформації;  A  – вірту-
альна робота зовнішніх сил. 
Варіаційне рівняння (8.2) безпосередньо застосовується 
в МСЕ для розв’язання задач статики в механіці суцільного 






ij                              (8.3) 
де kl
ijklij c  – тензор напружень в елементарному околі; 
ii qp , – сили тяжіння і поверхневі сили в елементарному околі 
області механічної системи (D). 
Якщо поділити задану область суцільного середовища 
на окремі скінченні області е, то загальний інтеграл області D 









eD AU       
де eU  – варіація енергії деформації в окремому СЕ; eA  – 
віртуальна робота зовнішніх сил в окремому СЕ. 
  
Таким чином, для реалізації МСЕ треба виконати певні 
операції, які можна поділити на етапи: 
- розбиття вихідної механічної системи на окремі СЕ, тобто 
побудова дискретної моделі; 
- вибір схеми інтерполяції переміщень у середині кожного СЕ; 
- визначення залежності між напруженнями і деформаціями у 
середині СЕ – вибір рівняння стану твердого тіла; 
- визначення визначальних рівнянь для всієї дискретної мо-
делі: побудова системи рівнянь рівноваги СЕ-моделі; 
- розв’язання системи лінійних рівнянь рівноваги; 
- обчислення значень величин НДС – переміщень, деформа-
цій, напружень, внутрішніх зусиль і ін. 
Розглянемо плоску стрижневу механічну систему – 
раму, зображену на рис. 8.1, і виконаємо такі етапи операцій:  
1. Будуємо дискретну модель, тобто вводимо рухомі за-
тиснення за такими самими правилами, як і в методі перемі-
щень, за винятком того, що всі навантаження зосереджених 
сил і моментів мають бути вузловими, а в середині СЕ повин-
на бути постійна жорсткість стрижня і рівномірно розподіле-
не навантаження. Таким чином, для побудови СЕ-моделі ви-
значаємо окремі ділянки, які будемо вважати стрижневими 
СЕ. Точки (рухомі затиснення) між СЕ називаються вузлами, 




Рис. 8.1. Плоска стрижнева СЕ-модель двоповерхової рами 
 
Для визначення енергії деформації всієї дискретної мо-
делі скористаємося співвідношеннями питомих енергій для 


























k                                                         
(8.4) 
З урахуванням рівняння (8.4) варіація енергії деформації 



















EAU                      (8.5) 
2. Для визначення роботи внутрішніх сил у межах одно-
го СЕ (рис.8.2) потрібно ввести локальну систему координат, 
розглянути елементарну ділянку стрижня, записати вираз 
внутрішніх зусиль як функцію локальних координат, проінте-
грувати і отримати вираз енергії деформації в СЕ. 
 
Рис. 8.2. Схема стрижневого СЕ у локальній системі координат 
 
8.2. Вузлові характеристики стрижнів і функцій фо-
рми стрижневого скінченного елемента 
 
  
Розв’язуємо задачу розрахунку рами за методом пере-
міщень, маючи як невідомі узагальнені переміщення, виходя-
чи з технічної теорії згину стрижня-балки, тобто у кожній 
елементарній точці на нейтральній осі стрижня є три невідомі 
функції: 
.;; 321 xfxxfxwxfxu               
Ураховуючи гіпотезу плоских перерізів – технічної тео-




x                                                                 
Функції переміщень у межах СЕ кожного стрижня без-
перервні, що дає можливість зобразити їх наближено – у фо-
рмі поліноміальних апроксимацій. 
2321 xcxccxu                                                   (8.6) 
2321 xxx  
Постає питання: скільки необхідно утримувати членів 
поліномів (8.6) для забезпечення вимог достовірності отри-
маних розв’язків. Кількість утримуваних членів апроксимую-
чих поліномів визначається порядком похідних у рівняння 
(8.5) і має бути кратним кількості вузлів СЕ. Виходячи з цьо-
го, маємо для xu  похідну першого степеня, а для x  дру-
гого, тоді для xu  потрібно отримати в рівняннях (8.6) два 
члени полінома, а для x  – чотири. 
Розглянемо скінченний стрижневий елемент (рис.8.3). 
Ураховуючи невідомі узагальнені переміщення у вузлах, ви-
значимо коефіцієнти використаних поліномів через ці вузлові 
переміщення, тоді як невідомими розв’язувальних рівнянь 
СЕ-моделі будуть тільки незалежні вузлові переміщення, а 
переміщення точок між вузлами залежатимуть від цих вузло-
вих переміщень. 
Для поздовжніх переміщень xu остаточно маємо: 
.21 xccxu                                                            (8.7) 
  
 
Рис. 8.3. Схема вузлових переміщень стрижневого СЕ  
Виходячи з граничних умов і записуючи поліном (8.7) 
для вузлів 1 і 2, отримуємо два рівняння з невідомими c1 і c2. 







                                                              
(8.8) 




























x                                                  
(8.9) 
З урахуванням рівняння (8.9) поліном (8.7) має вигляд 
.4411 vxvxxu                                                     
(8.10) 
Для прогину x , ураховуючи вимоги до порядку похі-
дної для цієї функції в (8.5) і кратність членів полінома кіль-




321 xxxx                                       (8.11) 
Для визначення коефіцієнтів полінома (8.11) виконаємо 
дії аналогічно поліному (8.7). 
Із граничних умов отримуємо: 
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(8.13) 
Остаточно маємо систему, яка складається із чотирьох 
рівнянь систем (8.12), (8.13) і чотирьох невідомих 



















                           
(8.14) 
Підставляючи перше і друге рівняння системи (8.14) у 













                                            
(8.15) 
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;22 6532
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.                                               (8.16) 
Підставимо рівняння (8.16) в перше рівняння (8.15): 
;22 6532325
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(8.17) 






























































                  
Множники з 6532 ,,, vvvv  позначимо як функції форми 





























Функції форми переміщень (8.9), (8.18) відносно змінної 
координати осі стрижня х змінюються у межах 1– 0, а функції 
x  у межах 0
8
1
 . Функції (8.9) лінійні, а функції (8.18) – 
кубічні. 
Сума функцій форми xu  і x  у будь-якому перерізі 
дорівнюють одиниці – це умова повноти апроксимуючих полі-
номів.  
Із використанням наведених поліноміальних апрокси-
мацій узагальнених переміщень xu  і x  отримуємо: 
.ЦЦЦЦ 66553322 vxvxvxvxx                  (8.19) 
Подання у формі (8.10) і (8.19) дозволяє виразити уза-
гальнений вектор переміщень, а також тензори деформацій і 
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8.3. Побудова матриці жорсткості стрижневого СЕ 
у локальній та глобальній системах координат 
Розглянемо варіацію енергії деформації СЕ у загально-
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,          
iKij ,  – направлення, у якому виникає реакція; j – напрямлен-
ня в’язі у вузлах від одиничного зміщення, у якій виникає ре-
акція. 


































































































.dx                       (8.22) 



















K e .      
Обчислимо деякі коефіцієнти матриці жорсткості СЕ в 























































































































































































Обчислюючи всі інтеграли в матриці (8.22) з 
урахуванням симетрії, отримаємо вираз для визначення 
























































K e                      (8.23) 
  
 
8.4. Визначення внутрішніх зусиль у стрижневих 
скінченних елементах 
Для обчислення узагальнених (зведених) вузлових сил 
МСЕ потрібно визначити віртуальну роботу зовнішніх сил, 
які діють у СЕ, показаному на рис. 8.5, у додатному напрямі: 
  



































































         
(8.24) 
де Q  – вектор зведених вузлових сил. 
Наводимо обчислення компонент вектора Q , викону-
ючи інтегрування за x відповідних компонент матриці-
стовпця qn : 










































































































































У результаті обчислення (8.24) отримаємо вектор зведе-




 при додатному напрямі q (див. рис. 8.5): 













Q                                                                
У разі дії рівномірно розподіленого навантаження за 
схемою, показаною на рис. 8.6, отримаємо значення компо-
  


















Q                                                         
 
Рис. 8.6. Схема дії зведених вузлових сил у разі Р2=-q 
 
Запитання та завдання для самоперевірки 
1. Які аналітичні співвідношення є математичною основою МСЕ? 
2. Що означає розв’язати задачу математичної фізики за допомо-
гою варіаційного підходу? 
3. Наведіть принцип можливих переміщень за формулюванням 
Бернуллі. 
4. Наведіть і поясніть варіаційне рівняння Лагранжа. 
5. Наведіть етапи розрахунку механічних систем за МСЕ. 
6. Наведіть варіаційне рівняння питомої енергії деформації для 
стрижневого СЕ. 
7. Що таке локальна і глобальна системи координат, які використо-
вуються під час побудови основних співвідношень МСЕ? 
8. Що називають функціями форми СЕ? 
  
9. Які існують критерії вибору поліноміальних апроксимуючих 
функцій для відповідного типу СЕ? 
10. Яку функцію у побудові основних співвідношень МСЕ вони 
виконують? 
11. Які апроксимуючі функції використовуються при виведенні 
основних співвідношень МСЕ для плоских згинальних рам? 
12. Скільки степенів свободи має основний тип стрижневого СЕ 
плоскої рами (з двома защемленнями). Наведіть співвідношен-
ня для узагальненого вектора переміщень у матрично-
векторній формі. 
13. Наведіть рівняння варіації енергії деформації стрижневого СЕ 
у загальному вигляді у матрично-векторній формі. 
14. Наведіть співвідношення для матриці (стовпця) реакцій у ма-
трично-векторній формі у локальній системі координат. 
15. Наведіть співвідношення для матриці жорсткості стрижнево-
го СЕ у локальній системі координат. 
  
РОЗДІЛ 9 
РОЗРАХУНОК ПЛОСКИХ СТРИЖНЕВИХ СИС-
ТЕМ МЕТОДОМ СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
9.1. Вузлові характеристики дискретної моделі 
Обчислення внутрішніх зусиль суцільного середовища 
безпосередньо пов’язано з місцевою (лагранжевою) системою 
координат [15; 23; 24]. Відповідно до дискретної стрижневої 
моделі цій місцевій системі відповідає система координат ло-
кальної під- області, тобто обчислення внутрішніх зусиль 
пов’язано зі СЕ і описується локальною системою координат, 
показаною на рис. 8.2 і 8.3 і залежною від вузлових узагаль-
нених переміщень vi i = 1,6. Але систему рівнянь рівноваги 
СЕ-моделі доцільно сформувати у єдиній глобальній системі 
координат 0x'y' відносно узагальнених вузлових переміщень 










Д  - загальний вектор переміщень для всієї СЕ-моделі з 
регулярною топологією в глобальній системі координат (ну-




k  – обернена матриця жорсткості всієї СЕ- моделі в 
глобальній системі координат;  
к.с.г
F  – вектор вузлового на-
вантаження всієї СЕ-моделі в глобальній системі координат. 
Для розрахункової механічної плоскої стрижневої сис-
теми (рис. 9.1) отримаємо відповідну СЕ-модель, якій відпо-
  
відають схеми векторів узагальнених вузлових переміщень 
(рис. 9.2) і навантажень (рис. 9.3), а також коефіцієнти матри-
ці жорсткості (рис. 9.4). 
 
 
Рис. 9.1. Дискретна модель двоповерхової рами 
 
 
Рис.9.2. Схеми векторів узагальнених вузлових переміщень  
 
  
Використовуючи матрицю інциденції, побудова якої за-
лежить від типу топологічної схеми конкретної СЕ-моделі, і 
умови нерозривності деформацій у вузлах дискретної моделі 
досліджуваної механічної системи, можна обчислити після 







                                                               
(9.2) 
Усі векторно-матричні (тензорні) величини при перехо-
ді від старої системи координат до нової підпорядковані пе-
ретворенню як тензорні величини за певним законом (як ко-
варіантні або контраваріантні компоненти). При цьому тензо-
ри перетворень визначаються диференціюванням радіуса-
вектора матеріальних 
 




Рис. 9.4. Схеми коефіцієнтів матриці жорсткості 
точок суцільного середовища, які описані місцевою (лагран-
жевою) системою координат і пов’язані з твердим тілом. У 
цьому випадку місцева система координат 0xy і глобальна си-
стема координат yx0  є декартовими системами координат, 
тому перехід від старої системи 0'x'y' до нової системи коор-
динат 0xy виконується за законом ортогонального перетво-
рення з використанням ортогонального прямого тензора пе-
ретворення  (перехід в оберненому напрямі – від 0xy до 
0'x'y' – здійснюється за оберненим тензором перетворення 
1 ). Оскільки вибраний стрижневий СЕ має шість сте-
пенів свободи, то з використанням відомого ортогонального 





















2    
Побудуємо пряму і обернену матриці ортогонального 
перетворення матрично-векторних величин у шестивимірно-
  
му просторі локального скінченно-елементного півпростору 








Ф                 
.
1
                                                                     
Схему переходу від системи координат 0'x'y' до системи 
0xy (через поворот проти годинникової стрілки осі 0'x' до 
зміщення з віссю 0x) показано на рис. 9.5. Під час перетво-
рення у кожному СЕ початок глобальної системи координат 
умовно зміщується з початком відповідної локальної системи 
координат. 
Таким чином, якщо за допомогою матриці інциденції 
обчислений вектор вузлових переміщень СЕ 6,1,
~
ii  від-
повідно до виразу (9.2), то за законом перетворення коваріан-
тного тензора (рис. 9.3) можна визначити вектор вузлових 
узагальнених переміщень eu  у локальній системі коорди-

















Рис. 9.5. Схема перетворення від глобальної до локальної системи 
координат 
9.2. Визначення векторів реакцій і матриці жорстко-
сті дискретної моделі рами 
Згідно з виразом варіації енергії деформації і віртуаль-
ної роботи для СЕ див формули (8.5), (8.24) можна отримати 





Ф ;                                                     (9.4) 
eee RuU
Ф ,                                                           (9.5) 
де eR  – матриця-стовпець реакцій внутрішніх сил у СЕ. 
Підставимо послідовно вираз (9.3) у рівняння (9.4) і 
(9.5) і отримаємо: 



































 – матрицю жорсткості СЕ у глобальній системі координат 








,                                  (9.7) 
   Рис. 9.3 
 
  






.                                                                
(9.8) 
Вектор вузлових реакцій еR  у локальній системі ко-
ординат СЕ зумовлений тільки отриманими після розв’язання 
системи рівнянь (9.1) узагальненими переміщеннями вузлів 
дискретної моделі, а для визначення внутрішніх зусиль у мі-
жвузловому просторі кожного окремого СЕ СЕ-моделі і по-
будови відповідних епюр треба ще враховувати у вузлах СЕ 
вектор від міжвузлового навантаження (згідно з основною си-
стемою МСЕ у формі переміщень). Остаточно можна визна-
чити для окремого СЕ сумарний вектор вузлових реакцій у 
СЕ: 
q
eeе PRS ,                                                
де eR  – вектор реакцій від отриманих значень вузлових пе-
реміщень СЕ-моделі як для основної системи МСЕ – аналога 
основної системи методу переміщень;  
q
eP  – вектор реакцій 
від вузлового навантаження. 
Для рівномірно розподіленого навантаження маємо такі 
реакції (зумовлені внутрішніми силами): згинальні моменти і 
поперечні сили на рухомих защемленнях – кінців стрижнево-
го СЕ (рис. 9.6): 

















e               (9.9)             
 
 
Додатні знаки векторів реакцій eR  і 
q
eP  (на матема-
тичному рівні) збігаються з додатними напрямами вектора вуз-
лових узагальнених переміщень стрижневого СЕ (рис. 9.6).  
Якщо 0kniR  після виконання операцій за формулами 
(9.7), (9.8), то при додаванні реакцій на фізичному рівні на-
прями реакцій kniR , що зображені на рис. 9.6, потрібно замі-
нити на протилежні.  
Після визначення компонент сумарного вектора вузло-
вих реакцій eS  необхідно розробити фізичну схему з ура-
хуванням додатного математичного знака, а потім на цій схе-
мі розставити знаки, які відповідають знакам внутрішніх зу-
силь М, Q, N на кожному кінці СЕ-стрижня. 
Наприклад, якщо сумарні компоненти вектора eS  бу-
дуть мати додатний знак, то маємо схему, на якій показано 
kn
iS  і відповідні знаки M, Q, N: 
Якщо 0kniS , то знаки відповідних 
knM , knQ , 
knN  будуть протилежними. Згинальний момент у середньо-
му перерізі СЕ-стрижня визначаємо за формулою 
Рис. 9.4 
Рис. 9.6. Епюри внутрішніх зусиль 







QМM kk .                                     
 
Рис. 9.7.  
Приклад обчислення внутрішніх зусиль із міжвузловим 
рівномірно розподіленим навантаженням: після обчислення 
системи рівнянь і врахування матриці інциденції маємо, на-









32 .                                                           
Обчислюємо з урахуванням виразу (9.8) за формулою 
(9.7) значення компонент вектора реакцій для стрижня 2–3: 





























R  кНм; 
































R  кНм. 







32R .                                                           
За інтенсивності міжвузлового навантаження 3q  кН/м 










P .                                                             
Сумарний вектор вузлових реакцій відповідно до рів-







32S .                                                         (9.10) 
9.3. Побудова епюр внутрішніх зусиль для стрижне-
вих скінченних елементів 
  
Відтворюємо фізичну схему дії внутрішніх сил стрижня 
2–3 з урахуванням вектора (9.10) і схеми, показаної на рис. 
9.8 і 9.9.  
Обчислюємо згинальний момент у середньому перерізі 
стрижня 2–3: 
         055,24
2
3
0,297,6885,5прсерM  кНм;       
 
Рис. 9.8. Правило знаків для епюр внутрішніх зусиль  
 
 
















Із використанням отриманих значень внутрішніх зусиль 




Рис. 9.10. Схема для визначення внутрішні зусилля у стрижні 2–3 
 
 
Рис. 9.11. Епюри внутрішніх зусиль у стрижні 2–3 
 
9.4. Приклад розрахунку плоскої рами за методом 
скінченних елементів 
Вихідні дані: погонна жорсткість стрижня при згині; розтягу 
–стиску:  
  








Геометричні розміри та схема навантаження показано на рис. 
9.12. 
Схему узагальнених переміщень у глобальній системі 
координат зображено на рис. 9.13. 
Схему узагальненого вектора вузлових навантажень 
дискретної моделі рами – на рис. 9.14. 
Вектор вузлових навантажень, тобто обчислення ком-
понент вектора {F}, будуємо з урахуванням сполучення су-














Рис. 9.14. Схема узагальненого вектора вузлових навантажень  
1. Стрижень 1 – 2: 
















QF  кНм; 
  















QF  кНм. 















QF  кНм; 















QF  кНм. 
3. Стрижень 5 – 6:                 0113 QF ; 
0214 QF ; 
0315 QF ;  
6416 PQF  кН;  
0517 QF ;   0618 QF ;    0119 QF ; 












































QQF  кН. 
5. Стрижень 8 – 9:                  






























Позначимо коефіцієнти відповідно до схеми на рис. 9.15 
через 30,1,13, iki . 
Коефіцієнти матриці жорсткості при варіюванні пере-
міщень у кожному рухомому затисненні дискретної моделі 




Рис. 9.15. Схема коефіцієнтів матриці жорсткості при варіюванні перемі-
щень у кожному рухомому затисненні 
 
 
Рис. 9.16. Шаблон 
Значення внесків у коефіцієнти матриці жорсткості в 
глобальній системі координат обчислюємо за формулою (9.6) 
з використанням виразу (8.23). 
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Обчислені коефіцієнти матриці жорсткості СЕ-моделі у 
заданому (тринадцятому) стовпці зводимо до табл. 9.1.  
Таблиця 9.1 
Коефіцієнти матриці жорсткості СЕ-моделі 
Коефіцієнт 13 ст. Значення Коефіцієнт 13 ст. Значення 
k1,13 0 k16,13 -50 
k2,13 0 k17,13 0 
k3,13 0 k18,13 0 
k4,13 -2,0576 k19,13 0 
k5,13 0 k20,13 0 
k6,13 1,8518 k21,13 0 
k7,13 0 k22,13 0 
k8,13 0 k23,13 0 
k9,13 0 k24,13 0 
k10,13 -41,6666 k25,13 0 
k11,13 0 k26,13 0 
k12,13 0 k27,13 0 
k13,13 94,1687 k28,13 -0,44444 
k14,13 0 k29,13 0 
k15,13 1,1852 k30,13 -0,66666 
  
Вузлові переміщення заданого СЕ обчислюємо за допо-
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Вузлові переміщення заданого СЕ 
Номер dx dy dF 
1 -2,897499  +01 -1,326989      5,378529 
2 -2,910925   +01 -2,629493 -4,424175 
3 -2,22151   +1 -5,860012 1,105959 
4 -2,242686   +1 -1,165111 -4,792665 
5 -2,249395   +1 -1,656272 -1,627030 
6 -2,258437   +1 1,08012 -1,1767590 
7 -6,065397    +0 -3,432820 -3,049940 
  
8 -6,004699   +0 -1,8807240 3,820350 
9 -6,041035   +0  -6,122337 -2,368784 
Визначаємо вектор реакцій у стрижні 1 – 2 
;
~
212121 hR  
5942,510925,2997499,28 2121
21















































































Запитання та завдання для самоперевірки 
  
1. Наведіть приклад побудови дискретної моделі МСЕ (СЕ-
моделі) для плоскої рами за різних видів навантажень і різ-
них жорсткостей окремих стрижневих елементів. 
2. Наведіть і поясніть спосіб обчислення узагальнених (зведе-
них) вузлових сил від дії міжвузлового рівномірно розподі-
леного навантаження. 
3. Наведіть систему розв’язувальних рівнянь СЕ-моделі у мат-
рично-векторній формі у глобальній системі координат. 
4. Що таке матриця інциденції і для чого вона використовуєть-
ся? Наведіть рівняння з використанням цієї матриці. 
5. Що таке тензор перетворення глобальної системи координат 
у локальну і навпаки? Поясніть процедури перенесення і по-
вороту, системи координат. 
6. Що означає обертальне перетворення матрично-векторних 
величин? Наведіть і поясніть матрицю ортогонального перет-
ворення у шестивимірному просторі.  
7. Поясніть перетворення від глобальної системи координат у 
локальну для похилого стрижневого елемента на прикладі 
вектора переміщень. 
8. Наведіть вираз варіації СЕ з використанням вектора перемі-
щень у глобальній системі координат. 
9. Наведіть і поясніть вираз обчислення матриці жорсткості СЕ 
у глобальній системі координат. 
10. Наведіть і поясніть вираз обчислення матриці реакції у гло-
бальній системі координат. 
11. Наведіть і поясніть вираз для обчислення сумарного вектора 
вузлових реакцій у СЕ. 
12. Наведіть процедуру обчислення сумарного вектора вузлових 
реакцій і зведення його до фізичного стану з використанням 





РОЗРАХУНОК ПЛОСКОНАПРУЖЕНИХ ПЛАСТИНОК 
МЕТОДОМ СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
10.1. Вихідні співвідношення плоскої задачі теорії 
пружності у матрично-векторній формі 
Розглянемо приклад плоского напруженого стану конс-
трукції у вигляді плосконапруженої пластинки (балки-
стінки). Балку-стінку при навантаженні на дві грані у вигляді 
функцій 21 xq , 12 xq  зображено на рис. 10.1. Для визначення 
НДС балки-стінки необхідно розв’язати плоску задачу теорії 
пружності – плоский напружений стан, при цьому маємо [25]:  
 
                                        а                                                         б 
Рис. 10.1. Схема навантаження балки-стінки: а – зовнішніми силами; б – 
плоский напружений стан в елементарному околі 
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 – вектор об’ємних сил.                                           
Для розв’язання задачі у переміщеннях, що описуються 
вектором 21, uuu  (рис. 10.1), залучаємо, крім рівнянь рів-
новаги (10.1), геометричні рівняння Коші та фізичні рівняння 
на основі узагальненого закону Гука: 
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- фізичні рівняння у другій формі 
;2 221111    







                                     (10.5) 
Співвідношення (10.2) - (10.5) зручно записати у матрично-
векторній формі 



















 – вектор деформацій.                                              
(10.8) 
10.2. Варіаційне рівняння Лагранжа для розв’язання 
задачі плосконапруженої пластинки 
 
З використанням співвідношень (10.2) - (10.5) для 
розв’язання плоскої задачі теорії пружності можна скориста-
тися варіаційним рівнянням Лагранжа [26] 
,0AU                                                                   (10.9) 
де  U  - варіація енергії деформації;  A  – віртуальна робота 
зовнішніх сил. 
Варіаційну енергію деформації, або віртуальну роботу 
внутрішніх сил для плоскогонапруженого стану, можна пода-
ти таким чином [26]:  
v
dVU .                                                         (10.10) 
Для плосконапруженого стану плити за постійної тов-
щини вираз (10.10) набуває вигляду  
S
dStV ,2 121222221111         
або у матрично-векторній формі з урахуванням рівнянь (10.6) 




T                                                         (10.11) 
Віртуальна робота зовнішніх сил у матрично-векторній 











P                                                                   
(10.13) 
 
10.3. Побудова скінченноелементної моделі та типи 
скінченних елементів 
Для розрахунку плосконапруженої плити, показаної на 
рис. 10.1, за допомогою методу СЕ, окрім варіаційних рівнянь 
(10.9) - (10.13), треба побудувати дискретну СЕ-модель за пе-
вною схемою МСЕ [25]. Побудуємо дискретну модель за до-
помогою трикутних СЕ з урахуванням навантаження тільки 
на верхній кромці балки-стінки, тоді СЕ-модель буде мати 
вигляд, зображений на рис. 10.2. 
 
 
Рис. 10.2. Дискретна модель балки-стінки 
Наведена дискретна модель включає два типи СЕ, зале-
жно від орієнтації місцевої декартової системи координат 
0x1x2: 1) початок місцевої системи координат розміщений у 
вузлі з прямим кутом СЕ;  2) початок місцевої системи коор-
  
динат розміщений у правому непрямому (гострому) куті (рис. 
10.3). 
Функції переміщень у межах СЕ доцільно навести у ви-
гляді степеневого полінома [26]. 
У кожній точці простору у плоскому трикутнику маємо 
два степені свободи, тобто два переміщення u1, u2, вузлові пе-
реміщення позначимо через v1, v2, v3, v5, v6 за годинниковою 
стрілкою відповідно у кутах 1, 2, 3 (рис. 10.4). Згідно з орієн-











2 xxx   (рис. 10.4). 
 
Рис. 10.3. Тип скінченних елементів СЕ-моделі балки-стінки 
 
Рис. 10.4. Вузлові координати і переміщення  СЕ-1 
 
10.4. Апроксимація переміщень у просторі скінчен-
ного елемента та виведення функцій форми 
Порядок степеневого полінома повинен бути не меншим 
ніж порядок похідної невідомої функції функціонала потенці-
альної енергії, водночас кількість членів полінома має бути 
кратною кількості вузлів. Таким чином, апроксимуюча полі-
  
номіальна функція може бути лінійною (три члени поліномів 
функцій переміщень) ,, 212211 xxuxxu  або квадратичною 
(шість членів полінома). Оскільки похідна від функцій пере-
міщень варіації функціонала першого степеня, то зупинимося 
на лінійному поліномі, тоді 
.23121211 xxxxu                                             
(10.14) 
Невідомі коефіцієнти полінома (10.14) визначаємо з 
граничних умов – тобто функції (10.14) дорівнюють вузловим 
переміщенням 21, xxu
n . Маємо для функції (10.14) три рів-
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v                      (10.16) 
Підставимо вирази (10.16) у рівняння (10.14), після де-
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Коефіцієнти при вузлових переміщеннях позначаємо ві-
дповідно до номерів вузлових переміщень функціями Ni,i = 
1,6. Остаточно для функцій переміщень отримаємо такі апро-
ксимуючі функції (функції Ni  називають функціями форми 
відповідного СЕ) [25]: 
;553311211 vNvNvNxxu                                          
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У матрично-векторній формі для вектора апроксимую-
чої функції запропонованих трикутних СЕ маємо: 































10.5. Виведення співвідношень для побудови матриці 
жорсткості та узагальненого вектора навантажень для 
трикутного скінченного елемента 
Ураховуючи співвідношення (10.6) - (10.8) і (10.16), 
(10.17), можна записати: 
.vNu                                              
Якщо позначити 
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Відповідно до формули (10.6) для вектора напружень 
маємо 
.vBEE                                                 
Остаточно отримаємо вираз для варіації енергії дефор-
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(10.33) 
Для отримання узагальненого вектора вузлових наван-
тажень потрібно всі зовнішні сили, діючі у межах СЕ, звести 
до вузлів за схемою, показаною на рис. 10.5, розглядаючи ві-
















ee                                                       
(10.18) 
eQ  – вектор узагальнених вузлових навантажень від розпо-
діленого навантаження у межах СЕ. 























































Рис. 10.5. Схема зведення розподіленого навантаження у межах СЕ 
до компонент вектора eQ  
Відповідно до виразу (10.19), оскільки функція першої 
компоненти вектора розподіленого навантаження дорівнює 
нулю, маємо 
.0531 QQQ               
Заипишемо ненульові компоненти eQ  у вигляді інтег-










                          
Координата x2 у вузлі 1 дорівнює нулю, тому  
;11244
l
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(10.21) 
Визначувані інтеграли (10.20), (10.21), у яких підінтегра-
льною функцією є добуток функції форми 
l
x
NN 134  і 
функції навантаження 22 xq , яку апроксимуємо лінійною 
функцією (рис. 10.5), можна обчислити за формулою Сімпсо-











де q2 , q3 – значення функції 12 xq  у вузлах 2, 3, для якої 



















Рис. 10.7. Епюра функції 12 xq  
 
  
Перемножуючи епюри 14 xN  і 12 xq  (рис. 10.6, 10.7), 
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xq   
і відповідні епюри (рис. 10.8) 
 
 
Рис. 10.8. Епюри підінтегральних функцій (10.21) 
 
Перемножуючи епюри функцій, наведених на рис. 10.8, 
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10.6. Виведення рівнянь рівноваги дискретної моделі 
плосконапруженої пластинки з використанням трикутно-
го скінченного елемента 
Розглянемо приклад для конкретної дискретної моделі 
балки-стінки і побудуємо для цього прикладу матрицю жорс-
ткості СЕ-моделі плосконапруженої пластинки. Для дискрет-
ної моделі на рис. 10.9 позначимо номери вузлів СЕ і вузлові 
невідомі переміщення у глобальній системі координат 0X1Y1. 
Нумерацію вузлів виконуємо зліва направо, починаючи знизу 
[25]. 
 
Рис. 10.9. Топологія СЕ-моделі плоско напруженої пластинки 
 
Уводимо узагальнений вектор вузлових переміщень СЕ-
моделі пластинки у глобальній системі координат (рис. 10.9): 
nnV 212321
T
ДДДДД  ,                                        
(10.22) 
де  n – загальна кількість вузлів СЕ-моделі. 
Установлюємо відповідність векторів переміщень вузлів од-
ного окремо взятого СЕ від узагальненого вектора V  всієї 
дискретної моделі: 
,Vee                                                              (10.23) 
де e  - матриця відповідності, або інциденції СЕ-моделі для 





















        (10.24) 
Запишемо умови рівноваги плосконапруженої пластин-
ки з використанням варіаційного рівняння Лагранжа та фор-
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Із рівняння (10.25) ураховуючи, що віртуальні перемі-
щення вектора V  не можуть дорівнювати нулю, маємо рів-
няння рівноваги дискретної моделі 
.0** QVK                                                            
(10.26) 
Вираз (10.26) є системою лінійних алгебраичний рів-
нянь рівноваги дискретної СЕ-моделі плоско-напруженої 
пластинки (балки-стінки). 
Розв’язуючи систему рівнянь (10.26), помножимо ліву і 
праву частини рівняння на побудовану обернену матрицю 
жорсткості СЕ-моделі і отримаємо: 
.*
1* QKV                                                               
Маючи розв’язок у вигляді вектора переміщень у глоба-
льній системі координат V , обчислюємо вектори окремих 
  
СЕ дискретної моделі і відповідні реакції в і-му вузлі СЕ-
моделі, що сполучені з вузлами безпосередньо (за шаблоном) 
і обчислюються за формулами: 
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де ieK  - коефіцієнти матриць жорсткості СЕ, що сполучені з 
даними вузлами і. 
 
Запитання та завдання для самоперевірки 
1. Поясніть суть понять: дійсна робота та можлива робота зовні-
шніх сил. 
2. Дайте визначення понять: «можливі переміщення», «коефіціє-
нти піддатливості», «коефіцієнт жорсткості». Яка фізична суть 
цих понять? Наведіть одиниці їх вимірювання. 
3. Дайте визначення потенціальної енергії деформації пружного 
тіла. 
4. У чому полягають відмінності понять «диференціал функції» і 
«варіація функції»? 
5. Запишіть у матричному вигляді статичні рівняння теорії пруж-
ності. 
6. Запишіть у матричному вигляді геометричні рівняння теорії 
пружності у прямій і оберненій формах. 
7. Запишіть формулу визначення внутрішніх сил континуальної 
плоско напруженої конструкції. 
8. Сформулюйте варіаційний принцип Лагранжа. 
9. Побудуйте дискретну модель плосконапруженої пластинки 
(балки-стінки). Поясніть типи СЕ і функції переміщень від 
двох переміщень. 
10. Запишіть у матрично-векторній формі функцію вектора пере-
міщень плосконапруженої пластинки. 
11. Наведіть вираз матриці піддатливості трикутного СЕ. 
12. Наведіть процедуру отримання вектора вузлових навантажень 
за нерівномірно розподіленого міжвузлового навантаження 
плосконапруженої пластинки. 
  
13. Наведіть конкретну модель плосконапруженої пластинки і 
приклад визначення відповідності вектора переміщень вузлів 
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